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lieber Systeme und Gewebe von algebraischen 

Flächen. 

(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 



1. Uie linearen Systeme von Flächen n^^^ Ordnung stehen in der 
innigsten Beziehung zu den Flächen n^^^ Classe, und ihre Theorie ist im 
Grunde identisch mit der projectivischen Theorie der letzteren. Die Unter- 
suchung jener Flächensysteme führt vor Allem zu der erweiterten Polaren- 
theorie der Fläche *" n^^^ Classe (§. 4.), insbesondere auch zu denjenigen 
Flächen n^^ und niedrigerer Ordnung, welche ich „apolar zu **" genannt 
habe *). Sie lässt auch ihrerseits die wechselseitigen Beziehungen apolarer 
Flächen als fundamentale erscheinen. 

Namentlich stellt sich alsbald heraus, dass für den Rechner die beiden 
Aufgaben : 

yyAlle Flächen n*^ Ordnung zu bestimmen, die zu einer gegebenen 

Fläche 1»^^'' Classe apolar sind,^ und 

j^AUe Ebenen zu bestimmen, die durch einen gegebenen Punkt gehen^, 
nicht wesentlich von einander verschieden sind, obgleich die letztere Aufgabe 
der Geometrie des Raumes von drei Dimensionen angehört, die erstere da- 
gegen der Geometrie des Flächensystemes von 






Dimensionen. Denn wie die homogenen Coordinaten eines Punktes und 
einer durch ihn gehenden Ebene einer flir sie linearen Gleichung genügen 
müssen, so auch die homogenen Coordinaten einer Fläche n^^ Classe und 
einer zu ihr apolaren Fläche n^^^ Ordnung (4.) ; und zwar enthält die letztere 
Bedingungsgleichung die erstere als speciellen Fall (fllr n = 1). 

2. Wegen dieser beachtenswerthen Analogie scheint es mir zweck- 
mässig, von zwei Ai einander apolaren Flächen *"* und F" zu sagen: Die 
Fläche n^^ Ordnung F"" ,fitützt^ oder yyträgf^ die Fläche m^^^ Classe *% und 

*) Man vergleiche meine Arbeiten : „ Erweiterung der Polarentheorie algebraischer 
Flächen," dieses Journal Bd. 78, S. 97—113, und „Ueber algebraische Flächen, die 
zu einander apolar sind," ebenda Bd. 79, S. 159 — 175. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXU. Heft 1 . 1 • 



2 Rcyc> ^ber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen, 

umgekehrt: 4>"' y^tutzt sich'^ oder „ruhf^ auf F"". Ist m = » = l, so soll die 
Aussage: „der Punkt ** ruht auf der Ebene F^ und F^ trägt oder stützt 
den Punkt *^" selbstverständlich nichts Anderes bedeuten, als dass *^ auf 
F* liegt und F* durch ** geht; in dem allgemeinen Falle aber werden wir 
nur dann sagen können, dass *"* auf F** liege ^ wenn ^'^ aus m Punkten 
der F^ besteht*). 

Beispielsweise können wir eine früher**) bewiesene Relation zwischen 
zwei zu einander apolaren Flächen nunmehr folgendermassen ausdrücken, 
wenn n^^m ist: 

Jede *% welche auf einer F''* Jede F", welche eine 4^"^ stützt, 

ruht, kann aufgefasst werden als die kann aufgefasst werden als die it^öNull- 
iit6 Nullfläche von unendlich vielen fläche von unendlich vielen Werth- 
Massensystemen , deren sämmtliche Systemen, deren sämmtliche Wferth- 
Massenpunkte auf F"" ruhen (d. h. Ebenen die *"* stützen (d. h. be- 
ilegen), rühren). 

§ 1. Coordinaten algebraischer Flächen. F^-Systeme und <1>'»-Gewebe. 

3. Wir bezeichnen mit (iTi , 0:2,0:3, x^\ (yi, ^2,^3, yO, (ai, 02, 03, a*),... 
homogene Coordinaten von Punkten x^ y, «^•••? und mit (^1, I21 I37 I4), 
(«ij «2? «37 «4), ... homogene Coordinaten von Ebenen $^ «,..., so dass a in 
a liegt, wenn 

«l«I + «2a2 + a3Ö3 + «4Ö4 = 

ist. Dann repräsentiren die Gleichungen: 

eine Fläche n^^^ Ordnung F" und eine Fläche n^^^ Classe *'*, wenn die 
Summationen sich auf alle absoluten Zahlen q, r, «, / erstrecken, für 
welche q+r+s+t = n ist. Die F" reducirt sich auf die «-fache Ebene «, 
wenn allgemein 0^*?,, = «i^JaJöi ist; doch pflegt man nach Herrn ^ro«Ao/rfs 

*) Herr Rosanes nennt in seiner Abhandlung ^lieber Systeme von Kegelschnitten" 
(Mathem. Annalen Bd. VI, S. 265) zwei zu einander apolare Kegelschnitte, von denen 
nämlich der eine einem Poldreieck des anderen umschrieben ist, „conjugiri.^ Ander- 
seits wird in den „Vorlesungen über Geometrie" von Clebsch (Bd. I, S. 385) gelegent- 
lich auf ein System von Curven nter Classe aufmerksam gemacht, die mit einer Curve 
nt^r Ordnung vereinigt liegen, d. h., wie wir sagen würden, auf ihr ruhen. Ich ziehe 
diesen Ausdrucksweisen die obige vor, weil sie nicht nur bequemer ist, sondern auch 
(wie es durchaus nöthig ist) die durch Punktcoordinaten gegebenen Curven oder Flächen 
von den durch Linien- oder Ebenencoordinaten bestimmten unterscheidet. 

**) Dieses Journal Bd. 78, S. 111 und Bd. 79, S. 164. 



Reye, über Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen. 3 

Darstellungsweise auch sonst ihre Gleichung symbolisch: 

{aiXi + a2X2+(XiXi + a^x^Y = oder a" = 

zu schreiben. Ebenso reducirt sich die Fläche n^^^ Classe ** auf den «- 
fachen Punkt a, wenn allgemein aJ"J, = 01050^ ai ist; in ihrer symbolischen 
Gleichung^ 

{aJi+(hS2+aiSi+aJ^Y = oder a| = 

sind in diesem Falle die a, nicht blosse SjTnbole, sondern die Coordinaten 
des Punktes a, 

4. Wir wollen die N{n) + l = i{n+ 1) {n + 2) (« + 3) Coefficienten 
al'^lt oder aj"i,, durch deren N{n) von einander unabhängige Verhältnisse 
(Quotienten) die F" resp. *" bestimmt ist, die homogenen Coordinaten dieser 
Fläche nennen. Wenn *" auf f ** ruht, so müssen diese Flächencoordinaten 
a^"^ und a^**^ der linearen Bedingungsgleichung: 

■ C! ^ • (n) (h) A 

^ qlrlsltl^''''^'''* "" ^ 

genügen*), welche symbolisch geschrieben werden kann: 

(aiöi + «2Ö2 + «3fl3+«4Ö4)" = oder < = 0, 
und wie oben (1.) behauptet wurde , für » = 1 übergeht in die frühere ^ 
Gleichung: 

«löl+«2Ö2 + «3Ö3+ß4Ö4 = 0. 

Auf eine gegebene F* stützen sich also unendlich viele ***,- um eine 
beliebige derselben zu bestimmen, können wir N{n) ihrer Coordinaten a^"^ 
willkürlich annehmen und sodann die letzte Coordinate aus der linearen 
Bedingungsgleichung berechnen. Von diesen auf F" ruhenden **• reduciren 
sich doppelt unendlich viele auf w-fache Punkte x; und zwar trägt F" alle 
diese Punkte und ist ihr geometrischer Ort, weil die Bedingungsgleichung 
für al';},t = x^xlxf'^Xi übergeht in die Gleichung der F". Wir erhalten dem- 
nach den einen der beiden reciproken Sätze: 

Wenn eine *", die auf einer ge- Wenn eine F", welche eine ge- 

gebenen F** niht, sich auf einen ehizigen gebene *" stützt, sich auf eine einzige 
(«-fachen) Punkt reducirt, so liegt («-fache) Ebene reducirt, so berührt 
dieser Punkt auf F". diese Ebene die 4>\ 

5. Wir können die homogenen F^-Coordinaten a^"^ und *''-Coordinaten 
a^"^ als veränderliche Grössen auffassen und wollen sie als solche mit IJ*?,, 



*) Dieses Journal Bd. 79, S. 165. 



4 Reye, über Systeme und Gewehe von algebraischen Flächen. 

resp. x^^Xt bezeichnen. Durch die Variahein ^^*^ kann dann jede der iV(ii)- 
fach unendlich vielen F" des Raumes dargestellt werden, welche in ihrer 
Gesammtheit das F'-System iV(w)'^'" Stufe bilden; ebenso können die Variabein 
a?^"^ iV(ii)-fach unendlich viele **• darstellen, deren Gesammtheit ich das 
^^''-Gewebe Niny^'' Stufe ^) nennen will. 

Wenn aber die Coordinaten ^^"^ oder x^"^ irgend einer homogenen 
Bedingung&gleichung unterworfen werden, so können sie nicht mehr jede 
beliebige F" resp. **, sondern nur noch N{n) — 1-fach unendlich viele solche 
Flächen darstellen. Und durch jede weitere homogene Bedingungsgleichung, 
welche weder eine Folge der vorhergehenden ist, noch auch eine derselben 
überflüssig macht, wird die Mannigfaltigkeit der durch die Coordinaten dar- 
stellbaren Flächen im Allgemeinen um noch eine Dimension vermindert. 
Wir können deshalb sagen: 

Alle F" oder 4>% dere^ Coordinaten beliebigen p homogenen Bedin- 
gungsgleichungen genügen, bilden im Allgemeinen ein F^-^System resp. 
^^''-Gewebe eon N{n)—p Dimensionen oder JV(ii)— p'«»" Stufe*^). 

In besonderen Fällen können diese Flächen eine Mannigfaltigkeit 
von mehr als lS{n)'-p Dimensionen bilden, auch wenn der Voraussetzung 
gemäss keine der p Bedingungsgleichungen aus den übrigen folgt. Es 
können ähnliche Ausnahmen eintreten, wie bei dem Satze, dass drei Flächen 
pm^ pn^ pp jjjj Allgemeinen m.n.p Punkte mit einander gemein haben; bei 
besonderer gegenseitiger Lage können F"*, F" und F^ sich in allen Punkten 
einer Linie, z. B. einer Geraden, schneiden. 

6. Jede einzelne homogene Bedingungsgleichung, der die Coordinaten 
einer F" oder *** genügen sollen, hebt gleichsam aus der Gesammtheit aller 
F" oder 4^"" eine Mannigfaltigkeit von JV(«)— 1 Dimensionen heraus; und 
ein F^-System oder ^'•-Gewebe iV(«)— p^^r Stufe besteht in der Regel aus 
den gemeinschaftlichen Flächen der p Mannigfaltigkeiten N{n) — V^^ Stufe, 

*) Unterscheidende BenennuDgen für uneDdlicbe Mannigfaltigkeiten von Flächen 
nter Ordnung einerseits und Flächen nter Glasse anderseits sind nicht mehr zu ent- 
behren. Das Wort ^Gewebe" hat Herr Schröter zuerst im obigen iSinne benutzt; er 
nennt eine zweifach unendliche lineare Mannigfaltigkeit von Curven zweiter Glasse ein 
Kegelschnitt-Gewebe. 

**) Diese Stufenzahl A^(n) — p wähle ich, weil die meisten Fachgenossen gewohnt 
sind, raitt?. Staudt unter ^Grundgebilde erster, zweiter und dritter Stufe" Mannigfaltig- 
keiten von 1 , 2 resp. 3 Dimensionen zu verstehen. Die ältere Bezeichnung Hermann 
GrassmannB (in der linealen Ausdehnungslehre, Lpz. 1844, S. 21), welcher unter „System 
rter Stufe" eine Mannigfaltigkeit von r— 1 Dimensionen versteht, lässt sich in der 
Geometrie wohl nicht mehr durchfuhren ohne Verwirrung hervorzurufen. 
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welche durch p solche homogene Bedmgungsgleichungen bestimmt werden. 
Wie zwei Flächen sich in einer Linie, drei im Allgemeinen in discreten 
Punkten schneiden,^ so durchdringen sich 2, 3, p F*-Systeme oder *"-Gewebe 
iV(«) — Ite»" Stufe im Allgemeinen in einem F^-Systeme oder *"-Gewebe 
JV(ii)— 2*«% iV(«) — 3*®^ resp. Ar(w)—pter Stufe. Dasselbe heisst algebraisch^ 
wenn die Bedingungsgleichungen, durch welche es bestimmt ist, sämmtlich 
algebraisch sind; es soll insbesondere ein lineares F^-System resp. *"-Ge- 
webe genannt werden, wenn seine p von einander unabhängigen Bedingungs- 
gleichungen sämmtlich vom ersten Grade sind bezüglich der Flächencoor- 
dinaten *). 

Ein lineares Flächensystem erster. Ein lineares Flächengewebe erster 

zweiter oder dritter Stufe wird ge- oder zweiter Stufe wird gewöhnlich 
wohnlich Flächenbüschel y Flächen- Flächenschaar resp. Flächen-Schaar" 
bündel resp. Flächengebüsch genannt, schaar genannt. 

Die linearen Flächenmannigfaltigkeiten sind vergleichbar einerseits 
der Ebene und der Geraden des Raumes von drei Dimensionen, wenn man 
diese als geometrischen Ort von Punkten, anderseits dem Punkte und der 
Geraden, wenn man diese als Träger von Ebenen betrachtet. Das ebene 
Punktsystem und die gerade Punktreihe sind lineare **-Gewebe, der Ebenen- 
btindel und der EbenenbUschel erster Ordnung sind lineare F^-Systeme 
zweiter und erster Stufe. 

§. 2. Grad der algebraischen /^-Systeme und </>'»-6ewebe. 
7. Da die F"-Systeme und die ^'•-Gewebe einander als reciproke 
Gebilde gegenüberstehen, so können alle Sätze, welche projectivische Eigen- 
schaften der ersteren betreffen, ohne Weiteres auf die letzteren übertragen 
werden. Die Eigenschaften der algebraischen Flächenmamiigfaltigkeiten 
hängen vornehmlich vom Grade derselben ab, den wir folgendermassen definiren : 
Ein (algebraisches) F"*- System Ein (algebraisches) ^''-Gewebe 

p*®»" Stufe heisst „vom Grade g'^ oder p^^^ Stufe heisst „vom Grade gr" oder 
„grten Grades,'' wenn es mit einem „3^^®° Grades," weim es mit einem li- 
linearen F^-System Ar(w)— pter gt^fe nearen ^''-Gewebe iV(«)— pter gtufe 
im Allgemeinen g einzelne Flächen im Allgemeinen g einzelne Flächen 
gemein hat. gemein hat. 

*) Das lineare F'»-Sy8teQipter Stufe wird von Herrn Cremowa (Preliminari di una teoria 
geometrica delle Huperficie, No. 42) ein ..sisteroa lineare di genere p e d'ordine n" genannt. 



6 R^yCj über Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen. 

Es gehen demnach durch p beliebige Punkte im Allgemeinen g Flächen 
eines F*-Systemes p^^r gtnfe gf^^n Grades; denn alle durch p beliebige Punkte 
gehenden F" bilden ein lineares F'^-System Nin)-'p^^^ Stufe. Ausserdem 
ergiebt sich ohne Weiteres: 

Em F"-System pter Stufe grten Qra- Ein *"-Gewebe p^^ Stufe ^*«° 

des hat mit einem linearen F"-System Grades hat mit einem linearen *"- 
iV(ii)— r^®^ Stufe im Allgemeinen ein Gewebe iV(ii)— r^er Stufe im Allge- 
F"-Sy8tem p—r^^^ Stufe g^^^ Grades meinen ein *"-Gewebe p— r^er Stufe 



gemein^ wenn p>r ist. g^^^ Grades gemein, wenn j»>r ist. 

8. Ist von den p Bedingungsgleichungen, durch welche ein alge- 
braisches F"-Sy8tem iV(»)— pter Stufe bestimmt wird, die t*® vom Grade 
flr^ bezüglich der F"-Coordinaten, so ist das F"-System vom Grade 5^1. 5^2« 5^3 •••ft»; 
denn 3^1.^2 •fl's-'Ä, Werthensysteme der Coordinatenverhältnisse giebt es im 
Allgemeinen, welche jenen p Bedingungsgleichungen und zugleich irgend 
IV («)—]» linearen Gleichungen genügen. — Selbstverständlich gelten der- 
artige Sätze nur unter den Voraussetzungen, welche der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen zu Grunde liegen: alle imaginären Wurzeln 
müssen berücksichtigt und &-fache Wurzeln /r-mal gezählt werden. So 
durchdringen sich allerdings zwei F"-Systeme N(n) — V^^ Stufe vom Grade 

' gi und g2 im Allgemeinen in einem F'^-Systeme Nin) — 2*®^ Stufe vom Grade 
gig2; doch können sie sich auch in einem F"-Sy8teme iV(ii) — 2^ör Stufe vom 
Grade ^5^1 5^2 berühren oder zweimal durchdringen, in welchem Falle dieses 
gemeinschaftliche System zweimal zu zählen ist. 

9. Die algebraischen F"-System ^ und ***-Gewebe können ähnlich 
wie die algebraischen Flächen und Curven in mehrere andere von niedri- 
gerem Grade zerfallen. Wenn z. B. ein F**-System iV(w)— p^®»" Stufe g^^^ 
Grades alle Flächen ehies linearen F"-Systemes gleicher Stufe enthält, so 
zerfällt es in dieses und in ein F"-SystemiV(w)—p*«»' Stufe vom Grade p — 1. 
Das letztere kann im Allgemeinen nicht durch weniger als p+1 Bedingungs- 
gleichungen dargestellt werden. Die Lehre von den Raumcurven oder *^- 
Geweben erster Stufe wirft einiges Licht auf die zahlreichen Fälle, die 
auf solche Art emtreten können. 

Die besonderen Eigenschaften eines F**-Systeme8 p^^^ Stufe hängen 
nicht blos von dem Grade g desselben ab, sondern insbesondere auch davon, 
wie dieser Grad sich aus den Gleichungen des Systems ergiebt So hat 
ein F^- System siebenter Stufe vierten Grades sehr verschiedene Eigen- 
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Schäften, jenachdem in ihm ein lineares und ein biquadratisches oder zwei 
quadratische F^- Systeme achter Stufe sich durchdringen, oder aber ein 
quadratisches und ein kubisches System, welche ausserdem zwei lineare 
jF^- Systeme siebenter Stufe mit einander gemein haben. 

10. Ein F*- System pt^r Stufe g^^ Ein *"- Gewebe p^^^ Stufe g^^ 

Grades hat mit einem F"- Systeme Grades hat mit einem ^-Gewebe 
jV(fi)-lter Stufe r^° Grades im All- N{n)-1^^ Stufe r^en Grades im All- 
gemeinen ein F"- System p— l^er Stufe gemeinen ein *"-Gewebe j» — l*®»^ Stufe 
gfien Grades gemein. gr^^^ Grades gemein. 

Besteht nämlich das F"- System p^^^ Stufe aus allen gemeinschaft- 
lichen Flächen von p algebraischen F"- Systemen iV(«)— Iter Stufe, so ist 
der Satz links nur Wiederholung eines früheren (8.). Im anderen Falle 
aber beweist man ihn ähnlich wie den analogen Satz, dass eine Raumcurve 
gften Grades, welche einen selbständigen Theil der Durchdringungscurve von 
zwei algebraischen Flächen bildet, mit einer F'^ im Allgemeinen g.r Punkte 
gemein hat Also man legt durch das F*- System p^^^ Stufe g^^ Grades 
p Systeme iV(«)— 1*«^ Stufe so hindurch, dass letztere sich ausserdem in 
F"-r Systemen p^^ Stufe von den Graden g^ g^^ ... durchdringen , welche 
die oben behauptete Eigenschaft besitzen ; dann gilt der Satz auch von dem 
Systeme g^^^ Grades, weil dasselbe mit den übrigen Systemen pter Stufe 
zusammen aus den gemeinschaftlichen Flächen der p Systeme N{n) — Iter 
Stufe besteht. Dass die letzteren auf die verlangte Art angenommen 
werden können, ergiebt sich meistens sofort aus den Gleichungen des 
Systemes g^^^ Grades. 

11. Zu den F"- Systemen niederen Grades, insbesondere zu den 
linearen, können sich die F**- Systeme p^^^ Stufe vom Grade g sehr ver- 
schieden verhalten. Es giebt unter ihnen solche, welche unendlich viele 
lineare F"- Systeme p—ltö»" Stufe enthalten und den geradlinigen algebraischen 
Flächen vergleichbar sind ; andere enthalten nur lineare F"- Systeme p — 2*®^ 
oder niedrigerer Stufe, noch andere nicht einmal F"- Bündel oder F"- Büschel. 
Z. B. die zweiten Polaren aller Punkte des Raumes bezüglich einer F* 
bilden ein F^- System dritter Stufe achten Grades, welches keinen F^-Büschel 
enthält. Der geometrischen Forschung eröflfhet sich hier ein unbegrenztes, 
noch kaum betretenes Gebiet. 

12. Zur Erläuterung des Vorhergehenden mögen die folgenden Be- 
merkungen dienen. Alle Kugelflächen des Raumes bilden ein lineares 
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F^- System vierter Stufe; und da alle F', welche zu einer gegebenen *^ 
apolar sind, ein lineares F^- System fünfter Stufe bilden, so muss eine der- 
selben eine Kugelfläche sein. Diejenigen Kugelflächen, welche eine ge- 
gebene rechtwinklig schneiden, bilden ein lineares F^- System dritter Stufe. 
Alle Kegelflächen zweiter Ordnung bilden, weil die Discriminante ihrer 
Gleichung verschwindet, ein F^- System achter Stufe vierten Grades, welches 
dreifach unendlich viele lineare F^- Systeme fünfter Stufe enthält ; zu einem 
F^- Büschel gehören deshalb im Allgemeinen vier Kegelflächen. Alle *% 
von denen acht Paare conjugirter Ebenen beliebig gegeben sind, bilden eine 
Flächenschaar, und vier derselben reduciren sich folglich auf Curven zweiter 
Classe; sind nur vier Paare conjugirter Ebenen gegeben, so bilden die *^ 
ein lineares Gewebe fünfter Stufe. Alle F^, welche eine gegebene Gerade 
oder Ebene berühren, bilden ein F^- System achter Stufe vom Grade zwei 
resp. drei, und ein F^- Büschel enthält demnach im Allgemeinen drei F^, 
die eine gegebene Ebene berühren, insbesondere auch drei Paraboloide; 
doch folgt daraus nicht, dass z. B. diejenigen F\ welche sechs gegebene 
Ebenen berühren, ein F^-System dritter Stufe vom Grade 3^ bilden. Viel- 
mehr sind zu diesen F^ alle Ebenenpaare des Raumes zu rechnen, welphe 
für sich allein ein specielles F^-System sechster Stufe zehnten Grades 
bilden; und die Bedingungsgleichungen, welche ausdrücken, dass eine F^ 
vier oder mehr gegebene Ebenen berührt, sind nicht von einander un- 
abhängig. 

13. Diejenigen F^, von denen ein gegebenes Sechsflach ein Pol- 
sechsflach ist und deren Kemflächen folglich durch die zwanzig Eckpunkte 
des Sechsflaches gehen, bilden ein lineares F^-System fünfter Stufe. Sämmt- 
liche F\ die eine *' stützen, bilden ein F*- System 338^'' Stufe zehnten 
Grades; dasselbe enthält neunfach unendlich viele lineare F*- Systeme 
24^^®" Stufe, denn alle F*, auf welche eine gegebene *^ sich stützt, bilden 
ein solches lineares System. Alle Punkte, deren erste Polaren bezüglich 
einer gegebenen F^ zu jenem F*-Systeme 33*^®^ Stufe gehören, liegen folglich 
auf einer F^'\ die eine Covariante der F* ist.*) — Alle F", welche einen 
Doppelpunkt besitzen, bilden ein F"- System AXw) — 1^^^ gtufe vom Grade 
4(«— 1)\ Ein sehr specielles lineares F**- System p^^^ Stufe besteht aus 
allen F% welche durch N{n)'-p beliebig angenommene Punkte gehen. 



*) Vgl. dieses Journal, Bd. 79, S. 17ö. 
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§. 3. Lineare Systeme und Gewebe algebraiseher Flächen. 

14. Ein lineares F*- System p^®^ Stufe ist bestimmt durch N(n) — p 
von einander unabhängige, lineare, homogene Bedingungsgleichungen zwischen 
den iV(ii)+l Flächencoordinaten ^"\ Dasselbe ist in allen F*- Systemen 
enthalten, welche durch die einzelnen Bedingungsgleichungen oder durch 
irgend welche Combinationen derselben dargestellt werden. Wir können 
nun diese Gleichungen so umformen, dass sie N(n)—p der Coordinaten 
durch die p+1 übrigen darstellen; alsdann enthält jede der Gleichungen 
noch p+1 Coefficienten, und es ergiebt sich: 

Ein lineares F"*-- System oder *"-Gea?e6e p'«»* Stufe hängt im Allr- 
gemeinen eon (iV(ii) — p) . (p + 1) willkürlichen Parametern ab; es 
giebt (iV(«)— p).(p + l)-/'acA unendlich ciele lineare F""" Systeme 
resp. ^i^" Gewebe p'*"* Stufe. 
Mit Leichtigkeit beweist man von diesem Satze ausgehend, dass die 
ersten Polaren aller Punkte des Raumes bezüglich einer F^^^ ein specielles 
lineares F"-System dritter Stufe bilden, wenn «>>1 ist. Für p = l folgt: 
Es giebt 2 iV(ii) — 2-fach unendlich viele F"-Büschel und Knotenlinien O* 
derselben, also insbesondere vierfach unendlich viele Gerade, 16-fach un- 
endlich viele Raumcurven C^^ vierter Ordnung u. s. w. 

Zwei lineare F'^-Systeme p^^ und q^^^ Stufe hängen eon gleich ciel 
willkürlichen Parametern ab, wenn p+g=iV(ii) — 1 ist; 
denn es wird (iV(ii)— p).(p+l) = (iV(«) — g).(g+l). Z.B. ein lineares F"- 
System p^^r gtufe hängt ab : 

von 16, 21, 24, 25, 24, 21, 16, 9 Parametern, 

wenn p = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ist 

15. Werden aus der allgemeinen Gleichung der Fläche n^^ Ordnung : 



*^ olr!«!/! '^""'^*^^^* ~ 



mit Hülfe der 'S in) — p Bedingungsgleichungen eines linearen F^-Systemes 
p*«' Stufe irgend N{n)'-p der Flächencoordinaten |^"^ eliminirt und die p + 1 
übrigen mit A^, Zj, Aj, ... ^p bezeichnet, so nimmt dieselbe die Form an: 

KFS+KF^i + i>2F^+-' + l,F; = 0. 

Hierin sind die i, willkürliche Parameter und die F? ganze homogene 
Functionen ii*en Grades von Xi, a?2, a?3, x^. Die Gleichungen F? = reprä- 
sentiren also p + 1 Flächen w*«^ Ordnung, und die obige Gleichung reprä- 

Journal für Mathematik Bd. LXXXn. Heft 1. 2 
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sentirt alle Flächen des linearen F*-Sy8temes p^^^ Stufe, wenn den Para- 
metern ki nach und nach alle möglichen Werthe beigelegt werden. Also : 
Das lineare F^'-System p^^^ Stufe wird dargestellt durch die Gleichung 

2; ^.F* = 0, in welcher die li willkürliche Parameter bezeichnen und 

die Gleichungen Fi = gewisse p + 1 ton einander unabhängige 
Flächen des Systemes repräsentiren. 

16. Wir können diesen Satz als eine zweite Definition des linearen 
F^'-Sy Sternes p^^"" Stufe betrachten; und zwar können wir die /? + l Flächen 
des Systemes, welche für t = 0, 1, 2, ...p durch die Gleichungen F? = 
dargestellt werden, ganz beliebig annehmen, wenn nur keine derselben einem 
linearen F*-Systeme angehört, das auf ähnliche Art durch die übrigen 
bestimmt ist. Während unsere erste Definition von der Gesammtheit aller 
F* ausgeht, und durch Ausschliessung derjenigen F", deren Coordinaten 
den N(n) —p linearen Bedingungsgleichungen nicht gentigen, zu dem linearen 
F*-System p^^^ Stufe niedersteigt, baut diese zweite Definition dasselbe F*- 
System gleichsam auf aus einzelnen F* und den durch sie bestimmten F*- 
Systemen erster , zweiter , . . . p — 1^®^ Stufe. So führen die Gleichungen 
von zwei Flächen n^^ Ordnung, F," = und FJ = 0, zu der Gleichung : 

i^F^-^-kiFi = 
des F"-Büschels, welchem jene beiden Flächen angehören. Ist FJ = die 
Gleichung einer dritten F", die nicht in diesem Büschel liegt, so repräsentirt 
die Gleichung: 

einen F"-Bündel; u. s. w. Aus der Form dieser Gleichungen folgt ohne 
Weiteres, dass jeder Punkt, durch welchen zwei Flächen eines F"-Büschels 
gehen, auch auf allen übrigen liegt, und dass die Flächen eines F^-Bündels 
im Allgemeinen eine Gruppe von n.n.n Punkten mit einander gemein 
haben. 

17. Die zweite Definition des linearen F'^-Systemes pt«r Stufe ist ebenso 
leicht auf die erste zurückzuführen, wie diese auf jene. Wird nämlich die 

Gleichung : 

A.)FS+A,Fr + ^2Fj+... + A^F; = 0, 

in welcher die F? homogene Functionen n^^^ Grades von oji , 0:2 , a?3 , x^ be- 
zeichnen, nach Potenzen dieser Punktcoordinaten geordnet, und sodann der 

Coefficient von xlaf2xlx[ gleich -TTTTf'^«"«' gesetzt, so erhält man für die 
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N(jn) + 1 Coordinaten ^^"^ einer beliebigen durch jene Gleichungen darstell- 
baren F" Ausdrücke, welche hinsichtlich der p + 1 Parameter A, vom ersten 
Grade sind. Durch Elimination der i, aber ergeben sich iV(«)— p lineare 
homogene Gleichungen für die ^**\ durch welche das lineare F'-System 
p^^ Stufe ebenfalls bestimmt ist. 

Aus der zweiten Definition folgt ohne Weiteres: 

Ein lineares F^'-System oder ^^''-^Gewehe p^^^ Stufe ist eöUig bestimmt, 
wenn con seinen Flächen beliebige p+1 linear unabhängige gegeben 
sind. 
Wenn den Parametern A, oder einigen derselben solche von Null 

|t=rp 

verschiedenen Werthe beigelegt werden können, dass 2liF^ identisch ver- 

schwindet für alle Werthe von a?i, a?2, a?3, a^4, so repräsentiren die Glei- 
chungen Fj = Flächen, welche „linear von einander abhängen" und zur 
Bestimmung eines linearen FvSystemes p^^^ Stufe nicht ausreichen (16.). 
In diesem Falle liefert die oben angedeutete Rechnung nicht N{n)—p eon 
einander unabhängige lineare Gleichungen für die ^"\ 

18. Zwei lineare F*-Systeme p^^^ und iV(ii)— p^^^ Stufe haben im 
Allgemeinen eine F** mit einander gemein, deren Coordinaten, abgesehen 
von einem gemeinschaftlichen Factor, aus den N(n) linearen Gleichungen 
der beiden Systeme berechnet werden können. Insbesondere ergiebt sich 
(vgl. 7.): 

In dem linearen F"-Sy8teme p^^^ In dem linearen *"-Gewebe p^^ 

Stufe giebt es im Allgemeinen eine Stufe giebt es im Allgemeinen eine 
Fläche, welche durch p beliebige Fläche, welche p beliebige Ebenen 
Punkte geht. berührt 

Noch bezeichnender für diese linearen Flächen-Mannigfaltigkeiten 
ist der Doppelsatz: 

Ein lineares F"-Sy8tem enthält Ein lineares *"-Gewebe enthält 

alle Flächenbüschel, welche durch je alle Flächenschaaren, welche durch 
zwei seiner Flächen bestimmt sind, je zwei seiner Flächen bestimmt sind. 

Wenn nämlich die Coordinaten al% und /?J?,e von irgend zwei F" 
allen linearen Bedingungsgleichungen des F"-Systemes genügen, so gilt das- 
selbe von den Coordinaten ^ja^;]f+^i/3Jr«r einer beliebigen dritten F", welche 
mit den beiden ersteren in einem F"-Büschel liegt Ebenso wird bewiesen, 
dass ein lineares F"-System alle F*-Bündel und F*- Gebüsche enthält, welchen 

2* 
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irgend drei resp. vier linear unabhängige von seinen Flächen angeliören. 
Die reciproken Sätze sind Verallgemeinerungen des Satzes, dass eine Ebene 
alle Geraden enthält, welche durch je zwei ihrer Punkte bestimmt sind. — 
Lineare F^-Systeme, welche mehr als eine F" mit einander gemein haben, 
durchdringen sich allemal in einem linearen F*-Sy8teme. 

19. Zwei lineare F"-Systeme A^^ und l^^^ Stufe haben im Allgemeinen 
ein lineares F^-System Ä+/—iV(«)'ör Stufe oder gar keine Flächen mit ein- 
ander gemein, je nachdem k+l'^N{n) oder k+l<iN(n) ist; wenn sie ein 
F"-System von mehr als &+/— iV(n) Dimensionen oder im letzteren Falle 
auch nur eine Fläche mit einander gemein haben, so sind sie nicht von 
einander unabhängig, wie leicht einzusehen. Bilden ihre gemeinschaftlichen 
Flächen ein F^-System m^^ Stufe, so können die beiden Systeme durch ein 
lineares F^-System k + l—m^^^ Stufe verbunden werden; und zwar ist m = — 1 
oder zu setzen , wenn sie keine resp. eine gemeinschaftliche Fläche be- 
sitzen. Die Gleichungen der beiden Systeme können nämlich auf die Form 
gebracht werden (15., 16.): 

und 

//oFj-|-iU,Fr + ...-|.^,,Fr,+At,+iG.Vi + -..+/t,Gr = 0; 

durch Addition dieser Gleichungen aber erhält man diejenige des verbin- 
denden Systemes, welches demnach durch die Ä-l-1 Flächen Ff und die /— m 
Flächen Gj, die sämmtlich von einander linear unabhängig sind, bestimmt 
wird. — Ebenso leicht beweist man den Satz: „Zwei lineare F"-Systeme 
Ä^w und /ter Stufe, welche einem linearen System Ä+Z—m^er stufe angehören, 
haben ein F'^-System von mindestens m Dimensionen mit einander gemein". 

20. Die Parameter von zwei linearen F^-Systemen A^er und ^er Stufe 
müssen, wenn k+l<iN{n) ist, nicht weniger als iV (») — * — / Bedingungen 
genügen, damit die Systeme eine Fläche mit einander gemein haben, z. B. 
diejenigen von zwei F^-Büscheln sieben, von zwei F ^-Bündeln fünf Bedin- 
gungen. Dieses ergiebt sich ohne Schwierigkeit aus der ersten Definition 
der linearen F^-Systeme. 

Es giebt, wenn kZ>l ist, {k —t) .{IS {n) — k)''fach unendlich eiele lineare 
F"*' Systeme (oder ^P^-Gewebe) k^^ Slufe^ welche durch ein gegebenes lineares 
F""' System (resp. 4»^- Gewebe) l^^'^ Stufe gehen ^ d. h. alle Flächen desselben 
enthalten. Nämlich den iV(w) — A linearen Bedingungsgleichungen eines be- 
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liebigen dieser Systeme k^^ Stufe müssen die Coordinaten aller Flächen 
genügen, die dem Systeme t^^^ Stufe angehören. Eliminirt man also aus 
jeder dieser Gleichungen bestimmte iV(ii)— / der Coordinaten |^"^ mit Hülfe 
der Bedingungsgleichungen des Systemes l^^ Stufe, so erhält man N{n) — k 
andere Gleichungen, die für alle Werthe der übrigen /+1 Coordinaten 
identisch erfüllt sein müssen. Dieselben zerfallen folglich in je l+l Glei- 
chungen, welche bezüglich der Parameter beider Systeme (14.) vom ersten 
Grade sind, und die (Ä+l)(iV(w) — A) Parameter des Systemes A^^^r gtufe 
müssen demnach (/+l)(iV(n)— A) Bedingungsgleichungen genügen, sodass 
nur noch (A— /)(iV(w) — A) derselben willkürlich annehmbar sind. Zugleich 
ergiebt sich: Ein lineares F^"- System k^^ Stufe enthält, wenn A>/ ist, 
(A— /).(/+l)-/VicA unendlich viele lineare F""- Systeme P^'' Stufe. 

Z. B. ein F"- Bündel enthält zweifach und ein F"- Gebüsch vierfach 
unendlich viele F*- Büschel; durch einen gegebenen F'- Büschel gehen 
siebenfach unendlich viele F^- Bündel, und die 21 Parameter eines jeden 
derselben müssen vierzehn linearen Bedingungsgleichungen genügen. 

Ein lineares F"- System A^^^ Stufe kann so durch ein lineares 
F'*- System l^^^ Stufe gelegt werden, dass es noch A — / beliebig ausserhalb 
des letzteren angenommene F" enthält (16., 19.). 

§.4. Die linearen F^-Systeme JV(n)— 1**' Stufe und die Polarentheorie der Fläche 

n*^' Classe. 

21. Bei der eingehenden Untersuchung der linearen F*- Systeme 
und *"- Gewebe kann man entweder von der zweiten oder von unserer 
ersten Definition derselben ausgehen und demgemäss entweder mit den 
F"-Büscheln und *"-Schaaren oder mit den F^-Systemen und *"-Geweben 
iV(«) — l*®^ Stufe den Anfang machen. Bisher war das Erstere üblich; wir 
ziehen das Letztere entschieden vor, und können uns dabei auf die analy- 
tische Geometrie des Raumes von drei Dimensionen berufen, welche auch 
die Theorien der Ebenen und der krummen Flächen denjenigen der Geraden 
und Raumcurven vorausschickt. 

Ein lineares F"-Sy8tem iV(w) — l*er Stufe ist bestimmt durch eine 
lineare homogene Gleichung zwischen den F"-Coordinaten ^"^ Wir schreiben 
diese Gleichung: 

iS qiJ!s\ti '<r^*Mg^;^.^ = 0, worin q+r+s+t = n 

qyr,8,t 
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ist, und die Coefficienten a^"^ gegebene Constanten bezeichnen. Wird 

gesetzt, so geht diese Gleichung über in diejenige einer Fläche «^«^ Classe, 
*", welche die Constanten a^"^ zu Coordinaten hat; und zu dieser *" ist 
jede beliebige F* apolar, deren Coordinaten der obigen Gleichung genügen 
(vgl. 4.). Da ausserdem, wenn *" gegeben ist, die Coordinaten a^"^ dieser 
Fläche abgesehen von einem gemeinschaftlichen Factor bekannt sind, so 
gilt der Satz*): 

Ein lineares F^'-System eon N{n) — 1 Ein lineares *" - Gewebe von 

Dimensionen enthält doppelt unendlich iV(ii) — 1 Dimensionen ^ enthält doppelt 
viele Flächen, welche sich auf je eine unendlich viele Flächen , welche sich 
n-fache Ebene reduciren. Der geo~ auf je einen n-^fachen Funkt reduciren. 
metrische Ort aller dieser Ebenen ist Der geometrische Ort aller dieser Punkte 
eine Fläche n^^ Classe, welche auch ist eine Fläche n^^^ Ordnung, welche 
auf alle übrigen Flächen des Systemes auch alle übrigen Flächen des Gewebes 
sich stützt, und durch welche das lineare trägt , und durch welche das lineare 
F^System völlig bestimmt ist. 4^'^-Gewebe völlig bestimmt ist. 

Durch diesen Doppelsatz ist die Theorie der Flächen n^^^ Classe 
oder n^®^ Ordnung in den innigsten Zusammenhang gebracht mit derjenigen 
der linearen F'-Systeme resp. *"-Gewebe N{n) — V^^ Stufe, vor Allem ihre 
Polarentheorie. 

22. Die Polare einer F* bezüglich einer *" ist, wenn «>>*, der 
geometrische Ort einer « — A-fachen Ebene, welche mit F* zusammen eine 
zu *" apolare F* bildet**). Nun sind aber die Coordinaten |^"^ einer F", 
welche in eine gegebene F* und irgend eine F"~* zerföllt, lineare Functionen 
von den Coordinaten der letzteren; und durch Einsetzung derselben in die 
Gleichung des linearen F"-Systemes, welches (21.) von allen zu *** apolaren 
F* gebildet wird, erhält man eine lineare homogene Gleichung für die 
Coordinaten |^""*^ der F"~*. Ist diese Gleichung fUr alle Werthe der ^""^^ 
identisch erfüllt, so ist F* apolar zu *" und stützt die *",• im Allgemeinen 
aber tritt dieser Fall nicht ein. Wenn also F*""* sich auf eine »— A-fache 
Ebene reducirt, so enthält die Gleichung die Coordinaten dieser Ebene im 



*) Für Kegelschnittsysteme hat bereits Herr Rosanes einen analogen Satz bewiesen 
a. a. 0. S. 270. 

**) Dieses Journal Bd. 78, S. 102 und Bd. 79, S. 163. 
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Allgemeinen in der «— ä*®° Diviension und repräsentirt eine *"'"*, nämlich 
die Polare von F* in Bezug auf **. Besteht F* aus k Ebenen, so ist *""'* 
die Polare dieser Ebenengruppe ; und fallen diese h Ebenen mit einer Ebene 
F^ zusammen, so ist *""* die Polare der A-fachen Ebene F^, oder wie man 
gewöhnlich sich ausdrückt, ^die A*® Polare von F^ in Bezug auf *^" — 
Auf dieselbe Art können aus der Gleichung des **-Gewebes iV(ii) — 1^®^ 
Stufe, welches auf eine gegebene F" sich stützt, die Gleichungen der Po- 
laren aller Punkte, Punktgruppen und Flächen A^^r Classe bezüglich der 
F* abgeleitet werden. 

23. Die Resultate der soeben angedeuteten Rechnungen finden sich 
bereits in einer früheren Arbeit *). Hier sei nur Folgendes bemerkt: Wenn 
die symbolischen Gleichungen: 

(aia:i + a2a?2 + ce3a?3 + a4a?4)* = und (ai^i + fljla+flb^s+Ä+^O* = 

eine F* und eine *** repräsentiren und i»>>A ist, so wird die Polare der 
F* in Bezug auf ** symbolisch durch die Gleichung: 

(öiai+Ö2«2 + Ö3«3+Ö4a4)*.(a,^, + Ö2l2 + a3l3 + a4f4)''"* = 

dargestellt**). Und wenn diese Gleichung für alle Werthe der Ebenen- 
Coordinaten li, fj? h^ ^4 identisch erfüllt ist, so stützt sich *" auf F*. 

24. Zu einem linearen F^-Systeme N{n) — l^r Stufe können wir, wenn 
«>>Ä ist, auch jede F* rechnen, welche zu der das System bestimmenden 
*" apolar ist, also die *" stützt; eine solche F* bildet (22.) mit jeder be- 
liebigen F""* des Raumes eine F", welche dem Systeme angehört. Die 
Coordinaten dieser F* müssen, wie auch aus dem Vorhergehenden ersicht- 
lich ist, N{n — Ä) + 1 linearen Bedingungsgleichungen genügen, deren Coef- 
ficienten ganze Vielfache von den Coordinaten der *" sind. Also: 

Ein lineares F^-System N{n) — 1^«^ Em Imeares *"-Gewebe fi{n)—V^^ 

Stufe enthält, wenn -«-<*<'* ist^ ^^^ Stufe enthält, wenn -^<A<C» ist, ein 
lineares F*-System iV(Ä) -iV(w-Ä)-lter lineares**-GewebeiV(Ä)-iV(ii-Ä)-lter 
oder höherer Stufe. oder höherer Stufe. 

Dieses lineare F*-System ist, wie schon früher (a. a. 0. Bd. 78, S. 109) 
nachgewiesen wurde, ein sehr specielles. Nur dann ist es von mehr als 
iV(Ä)— iV(ii— A)— 1 Dimensionen, wenn das lineare F^-System ein specielles 

*) Dieses Journal Bd. 78, S. 103. 
**) Vgl. die Formeln in diesem Journal Bd. 79, S. 166. 



16 R^ye, über Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen. 

ist; derartige besondere F'^-Systeme könneA auch Flächen enthalten, deren 

Ordnung ^-^ ist. 

Beispielsweise sei erwähnt, dass das *^-Gewebe, welches auf die 
allgemeine Fläche dritter Ordnung F^ sich stützt, ein lineares *'-Gewebe 
fünfter Stufe enthält. Von diesen auf F^ ruhenden *' zerfallen doppelt 
unendlich viele in Punktenpaare, welche sämmtlich auf der Kemfläche der 
F^ liegen und aus je zwei reciproken Polen bezüglich der F^ besfehen. 

25. Da alle *% welche auf eine gegebene F" sich stützen, ein ä- 
neares *"-Gewebe bilden, so bestimmen p beliebige unter ihnen ein lineares 
*"-Gewebe /?— 1*«^ Stufe, dessen sämmtliche Flächen auf F* sich stützen. 
Nun besteht aber ein lineares F"-System N{n)—p^^ Stufe aus allen F% auf 
welchen p gegebene, linear unabhängige *" ruhen; auf jede dieser F* 
stützen sich folglich alle Flächen des durch jene p bestimmten linearen **- 
Gewebes p— 1^^ Stufe. Wir können deshalb sagen: 

Ein lineares F"-System N{h) — p*®^ Ein lineares *»-Gewebe N{n) — pter 

Stufe trägt ein lineares *"-Gewebe Stufe ruht auf einem linearen F"- 
p-l*«r Stufe, Systeme p-1^«' Stufe, 

d. h. jede F* des Systemes ist apolar zu jeder *• des Gewebes. Das *"- 
Gewebe ist durch das F"-System bestimmt, und ebenso dieses durch jenes. 
Zu beachten ist, dass die Stufenzahlen beider die Summe iV(ii) — 1 geben. 

26. Ein F"-Büschel z. B. trägt ein Imeares *"-Gewebe iV(fi)-2*er 
Stufe; letzteres enthält unendlich viele *", welche sich auf je einen («-fachen) 
Punkt reduciren, und der geometrische Ort dieses Punktes ist die Knoten- 
linie C"" des F"-Büschels. Ein F"-Bündel trägt ein lineares **-Gewebe 
iV(») — 3ter Stufe, und auf jeden Knotenpunkt des Bündels reducirt sich eine 
*" des Gewebes. Umgekehrt giebt es in einem linearen F'-Systeme sechster 
Stufe im Allgemeinen acht Flächen, die sich auf je eine einzige Ebene re- 
duciren; diese acht Ebenen stützen (d. h. berühren) die auf dem System 
ruhende Schaarschaar von Flächen zweiter Classe. 

Die Polaren aller *"~* des Raumes bezüglich einer F** bilden ein 

lineares F*-System N(n — A)*®*" Stufe, wenn -ö- < A <C » ist ; auf dieses aber 

stützt sich (20.) ein lineares **-Gewebe von N(k) — N{n — A) — 1 Dimensionen. 
Das letztere besteht aus allen zu F" apolaren **; denn jede ** des Ge- 
webes bildet mit jeder beliebigen **•'* zusammen eine auf F" ruhende *% 
weil sie auf die Polare von ***"* sich stützt. Z. B. das lineare *^-Gewebe 
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fünfter Stufe, welches (24.) auf der allgemeinen kubischen Fläche F^ ruht, 
stützt sich zugleich auf das F^* Gebüsch , welches aus den ersten Polaren 
aller Punkte des Raumes bezüglich der F^ besteht Und je zwei Punkte, 
auf welche eine *^ des Gewebes sich reducirt, sind folglich einander con- 
jugirt hinsichtlich aller dieser ersten Polaren. 

§. 5. Lineare Transformationen von F"- Systemen und <I>^- Geweben. 

27. Den collinearen und den reciproken Transformationen de» 
ßaumes von drei Dimensionen stehen analoge Transformationen des F*- 
Systemes und des *^-Gewebe8 von N{n) Dimensionen zur Seite. Man er- 
hält dieselben, wenn man statt der F"- Coordinaten S^l durch eine lineare 
Substitution entweder andere F"- Coordinaten tj^^ oder *"- Coordinaten y% 
einführt. 

Wir denken uns zwei Räume Ä, und Ry bezogen auf zwei tetrafe'drische 
oder auch Cartesianische Coordinatensysteme , und bezeichnen mit f""^ oder 
a?^"^ die homogenen Coordinaten einer beliebigen F* resp. *• von Ä,, 
dagegen mit ij^*^ oder y^*^ diejenigen einer F* resp. *" von R^. Setzen 
wir nun jede der iV(n)+l Coordinaten |^*^ einer beliebigen linearen und 
homogenen. Function der y^"^ gleich, so erhalten wir eine lineare Substi- 
tution, durch welche jeder ** von Äy eine F* von R^ zugewiesen wird, 
indem sich die Coordinaten der letzteren Fläche eindeutig aus denjenigen 
der ersteren berechnen lassen. Wir wollen annehmen, dass die Determinante 
der Substitution von Null verschieden ist; dann entspricht auch umgekehrt 
jeder F* von R^^ eine ** des Raumes Äy, und die inverse Substitution stellt 
die Coordinaten y^"^ der letzteren als lineare homogene Functionen der 
Coordinaten |^"^ von F* dar. Das F*- System N{n)^^ Stufe des Raumes Ä, 
wird (um uns kurz auszudrücken) durch die lineare Substitution in das 
*"-Gewebe iV(«)^' Stufe von R^ Irans formirt, und wir nennen diese Trans- 
formation eine reciproke, 

28. Da jede homogene Gleichung Qi^^ Grades zwischen den |^"^ 
sich durch die lineare Substitution in eine homogene Gleichung ^<^en Grades 
für die y^"^ verwandelt, so folgt ohne Weiteres: 

Durch die reciproke Transformation des F^-Systemes iV(ii)*«'* Stufe 
/tj, wird nicht nur jeder F"" desselben eine 4>% sondern auch jedem 
F""- Systeme p^^ Stufe ^'«'» Grades ein 4^"" -Gewebe p^'^ Stufe g^^"^ 
Grades in Ry zugewiesen. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIL Heft 1. 3 
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Insbesondere entspricht also jedem linearen F"- Systeme von R^ ein lineares 
*"- Gewebe gleicher Stufe im Räume Ry, und uingekehrt 

Em lineares F"- System iV(»)-lt«r Stufe yon Ä, stützt aber (21.) 
eine Fläche «*«' Glasse, und das ihm ent^rechende *"- Gewebe iV(«)— Iter 
Stufe von Ry ruht auf einer Fläche «*«' Ordnung; und man findet leicht, 
dass die Coordinaten rf^^ dieser F* lineare homogene Functionen der Coor- 
dinaten a?^"^ jener ** sind, und in ,die a:^"^ übergehen durch eine lineare 
Substitution, welche, abgesehen von Binomialcoefficienten aus der ursprüng- 
lichen durch Transpoaition *) entsteht. Also: 

Durch die reciproke Transformation des F*- Systemes N{ny^^ Stufe 
von Ä, wird indirect auch jeder *" des Raumes Ä, eine F" von Ry 
zugewiesen^ und jedem ^''- Gewehe von.R^, ein F"^- System . von der- 
selben Stufe und gleichem Grade in Ry. 
Da eine beliebige F" zu jedem der Räume Ä^ und Ry gerechnet 
werden kann, so entsprechen ihr also zwei *% eine in Äy und eine iuÄ,; 
dieselben sind im Allgemeinen nicht identisch. 

29. Die lineare Substitution besteht ausiV(«)+l Gleichungen (27.), 
von denen jede iV(ii)+l Substitutionscoefficienten enthalten kann; die Ge- 
sammtzahl ihrer willkürlichen Coefficienten ist demnach (iV(«)-f l).(iV(ii)-f 1). 
Für die reciproke Transformation sind aber nur die iV(i»).(iV(ii) + 2) unab- 
hängigen Verhältnisse dieser Coefficienten von Belang, weil es bei der Be- 
stimmung einer F* oder **• auch nur auf die Verhältnisse und nicht auf 
die Werthe ihrer Coordinaten ankommt. Für die Verhältnisse der Sub- 
stitutions-Coefficienten erhält man nun N{n) lineare Gleichungen, wenn von 
irgend einer F" des einen Raumes die entsprechende *** des anderen ge- 
geben ist; und daraus folgt: 

Die reciproke Transformation des F""- Systemes NinY^"" Stufe ist völlig 
bestimmt y wenn man N(n) + 2 beliebigen F" desselben ebenso viele 
0" als resp. entsprechende willkürlich zuweist ; doch müssen jene F** 
und diese **• so angenommen werden, dass keine N(n)+l derselben 
einem linearen F^'-Systeme resp. ^^''-Gewebe N{n) —V^^ Stufe angehören. 



*) Gauss gebraucht in art 268 der „ Disquisitiones arithmeticae^ diesen Ausdruck 
von den Substitutionen: 

^t=^tVr + ß2Vt + rtV, und y, = ßJ^ + ßJt + fiJ, 

«"3 = «3^i + Ä^,+y3^3 y, = rJi + rt^t+YJz' 
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Diese Einschränkung ist nöthig, weil sonst die Bedingungsgleichungen 
nicht ausreichen zur Bestimmung der Niti) . (iV(ii) + 2) Verhältnisse der Sub- 
stitutions-Coefficienten. 

Diese Coefficienten können z. B. so bestimmt werden, dass beliebigen 
]V(«) + 2 Flächen n^^^ Ordnung von Ä, irgend N{n) + 2 («-fache) Punkte 
von Ry beziehungsweise entsprechen; doch dürfen keine iV(«) + l dieser 
Punkte auf einer F" liegen. 

30. Den Beweis der folgenden Sätze tiberlassen wir dem Leser. 

Die reciproke Transformation des F"-Systemes iV(n)ter gtufe weist 
jedem F"-Büschel eine zu ihm projectmsche *"-Schaar zu, und kann des- 
halb eine „projectivische" genannt werden. Ein lineares F"-System p^^^ 
Stufe und das ihm entsprechende lineare *'*-6ewebe können durch die 
beiden Gleichungen: 

ioFS+^iF?+-..+i^F; = 0, 
und 

auf solche Art dargestellt werden, dass letztere für jedes Werthensystem 
der Parameter X zwei einander entsprechende Flächen repräsentiren. 

Es kann der Fall eintreten, dass jede beliebige F* zu der ihr ent- 
sprechenden *" apolar ist; im Allgemeinen aber bilden alle F", welche 
die ihnen entsprechenden *** stützen, ein quadratisches F^-System N(n) — 1*«^ 
Stufe. Der geometrische Ort aller n-fachen Ebenen, welche die ihnen ent- 
sprechenden *" berühren, ist deshalb im Allgemeinen eine *^% und ebenso 
ist der Ort aller «-fachen Punkte, die auf ihren entsprechenden F* liegen, 
im Allgemeinen eine F\ 

Weist man jeder F" des ßaumes ihre Polare bezüglich einer gege- 
benen *'** als entsprechende ^'^ zu, so ist das F^-System N(ny^^ Stufe auf 
eine specielle Art reciprok transformirt Diese Trang^formation führt zu 
einer durch *'" bestimmten F^**, welche alle auf ihren entsprechenden F" 
liegenden n-fachen Punkte enthält. Die *'" und die F^" stehen in einer 
sehr bemerkenswerthen Beziehung zu einander; für n = 1 insbesondere sind 
sie identisch. 

Der Strahlencomplex «*«o Grades charakterisirt eine sehr specielle 
reciproke Transformation, bei welcher jeder n-fachen Ebene eine in ihr 
liegende Curve «^«^ Classe und jedem «-fachen Punkte eine Kegelfläche 
«*er Ordnung entspricht, die den Punkt zum Mittelpunkt hat 

3* 
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31. Eine colUneare Transformation des F'-Systemes N(n)^^ Stufe er- 
halten wir, wenn wir die F*-Coorflinaten ^^*^ durch eine lineare Substitution 
in andere F'^-Coordinaten 17^"^ überführen, und zwar nennen wir dieselbe 
deshalb coUineary weil sie nicht nur jeder F" von Ä, eine F* von Ry zu- 
weist, sondern auch jedem linearen F"-Systenie vonÄ, ein lineares F"-System 
gleicher Stufe von Äy Die coUineare Transformation wird durch den fol- 
genden Satz, dessen Beweis auf der Hand liegt, auf die reciproke i^urOck- 
geführt: 

Wenn zwei F'^Systeme R^ tmd Ry auf etn ^'^Oewebe R, redpirok 
bezogen sindy so sind sie dadurch auf einander coUinear bezogen. 

Die collineare Transformation des F"-Systeme8 N(n)^^ Stufe Ä, ist 
demnach völlig bestimmt, wenn N{n) + 2 beliebigen F" desselben ebenso 
viele F" von Ry als resp. entsprechende willkürlich zugewiesen werden (29.) ; 
weshalb auch im Allgemeinen höchstens N{n) + 1 Flächen von Ä, mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen. Die collineare Transformation ist ähnlich 
wie die reciproke eine projecHeische; jedes F^-System p*«' Stufe g^^^ Grades 
geht durch sie über in ein F"-System p^®' Stufe g^^ Grades; indirect wird 
durch sie auch jeder *" des Raumes Ä, eine *" von Ry zugewiesen (28.). 
Durch passende Annahme der Substitutions-Coefficienten kann man bewirken, 
dass einem linearen F^-System p^er gtufe die Gesammtheit aller durch 
N{n)—p beliebige Punkte gehenden F" entspricht 

Strassburg i. E. 23. Februar 1876. 
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Ueber unstetige Lösungen in der Variationsrechnung, 

(Von Herrn G. Erdmann.) 



Jcis sei die Aufgabe vorgelegt, das Integral 



wo y' = -^, zu einem Maximum oder Minimum zu machen. Dann wird 

man vermittelst der gewöhnlichen Methode der Variationsrechnung nur einen 
solchen Ausdruck für y erhalten, dessen Differentialquotient zwischen den 
angegebenen Grenzen stetig ist. Wenn nun in Wirklichkeit Y ein Maximum 
oder Minimum fllr eine solche Function y von x wird, dass die Curve, deren 
Ordinaten dieselbe darstellen, zwischen fo und ^, Ecken hat, so wird man 
mittelst der gewöhnlichen Methode, da in derselben der zweite Differential- 
quotient von y in Anwendung kommt, diese Lösung nicht finden. — Herr 
Todhunter hat in seiner Schrift: Researches in the calculus of variations, prin- 
cipally in the theory of discontinuous Solutions, London 1871, verschiedene 
derartige Fälle behandelt, ohne jedoch einejf allgemeine Lösung des Problems 
zu geben, welche ich hier auseinanderzusetzen beabsichtige. 

I. 

Ableitung der allgemeinen Regel. 

Es sei die Aufgabe gegeben, V zu einem Maximum oder Minimum 
zu machen, mit der Bestimmung, dass die Curve, deren Abscissen x und 
deren Ordinaten y sind, zwischen ^„ und ^i n Ecken haben solle. Die zu 
bestimmenden Abscissen dieser Eckpunkte seien Xi, or,, -.•ar„; demgemäss 
setze ich |„ = x^ und li = x^^i. Bezeichne ich y zwischen den Werthen x^ 
und Xj,^i von x mit y^, so sind sämmtliche yj, Functionen von a?, deren 
Differentialquotienten stetig sind; und ich habe 

(1.) F = Sf /'^^'(p{x,yj„y',)dx. 

Die Werthe, welche y^ und yi für x = o?* und x = x^+i annehmen, bezeichne 
ich mit y«), y'j^i und y^^ y^. Hierbei ist y;t^,,o immer gleich y^i^ dagegen ist 
yi+i,(i verschieden von y«. — 
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Jetzt ergiebt die Variation der Gleichung (1.) nach den bekannten 

d 5 

Regeln, wenn ich -^y(ir,y,y') mit <f>'{y) und -g^ <p(.x,y,y') mit ^'(y') be- 
zeichne : 



^V=£j"'\v'(t,,)--^<p'(y',)]dx 






(2.) \ +£l-ip'(yu:)^ym+<p'iy'nW.i] 



k-n 



+ H [-y(a?*, y*o, y'kii)^^k+v(^k+i^ y*i, ykMx,,^^]. 

k^O 

Dieser Ausdruck muss für alle Werthe, welche die in ihm enthaltenen 
Variationen der x und y annehmen können, verschwinden. Zunächst sieht 
man, dass zu diesem Zwecke der unter dem Integralzeichen stehende Aus- 
druck für jeden Werth von Ar verschwinden muss; es muss also für jedes 
y die Differentialgleichung bestehen 

Bezeichnen [^^iki] und [c^yt+i/J die vollständigen Variationen von y^ und 
y*+i,ü7 das heisst, .diejenigen Variationen, welche entstehen, wenn auch x^+i 
variirt, so habe ich: 

(3.) fc] == ^yki+y'ki^iCk-^i 

und ebenso 

(4.) [(J»*+i,ü] = ^y»+i,o+yi+i,ocya:A4.i. 
[Syj,i] muss gleich [9yk+t,o] sein; also ist 

^yki = [^ykil-y'ki^Xk^ii 
^»*+i,ü = [<^yibi]-yi+i,o^^*+i- 

Indem ich diese Werthe in (2.) einsetze und berücksichtige, dass [Jy^i] eben- 
so wie ^Xj,+i vollständig willkürlich ist, ergiebt sich, dass, wenn dV ver- 
schwinden soll, folgende Gleichungen bestehen müssen: 

(5.) (p'iy'ki) = y'(yi+i.ü), 
(6.) (p{x,^ij sfM, y'ki)-yW(yki) = vi^k+u y*+i,o, !fi+i,o)-yi+i,üy'(yi+i,o), 

zu welchen für den Fall, dass die Grenzwerthe yoo und y^i nicht gegeben 
sind, noch die Gleichungen 

hinzukommen. 
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Wir haben also den Lehrsatz: Wenn S und ij die Coordinaten eines 
Eckpunktes bezeichnen, so mnss die Function -3— y(^, V^p) ^^ zwei ge- 
wisse verschiedene Werthe von p denselben Werth annehmen ; das Nämliche 
mnss bei der Function cp (I, rj, p) —p -g— cp {§, tj, p) für dieselben Werthe von p 

stattfinden. — 

Die Art, wie dieser Lehrsatz zur Bestimmung der betreflfenden Eck- 
punkte anzuwenden ist, werde ich an einigen Beispielen zeigen. 

IL 
Beispiele, in denen die Function ^Cx^y,y') nur y' enthält. 

Es sei zunächst 

r = / 'sin(y')rfa?. 

Das Integral muss sowohl ein Maximum als auch ein Minimum haben, da 
es nicht grösser als fi— fo iind nicht kleiner als —§i+l, werden kann. 
Die gewöhnliche Methode liefert die Lösung 

y = Cx+C\ 

also die die gegebenen Endpunkte verbindende gerade Linie. Diese eine 
Lösung kann nicht genügen; wir müssen also zu der Annahme unsere Zu- 
flucht nehmen, dass y' unstetig werden könne. Für einen Punkt, in welchem 
dies der Fall ist, müssen die Functionen 

-ß^Vi^yVyP) = COSf 

und 

<p{hnyP)-p-Q^<P i^y Vy P) = si^f "P COS/1 

für verschiedene Werthe von p dieselben Werthe annehmen können. Be- 
zeichne ich die Werthe von p mit pi und p?, so habe ich demnach die Glei- 
chungen 

(7.) cospi = COSP2 

(8.) siufi— ficospi = sinp2— f2COSf2. 

Man sieht aus (7.), dass p2 entweder gleich 2hn+pi oder gleich 2hn--pi 
sein muss. Im ersten Falle folgt aus (8.), dass pi und /I2 entweder beide 

von der Form ^ ^'I ^^ oder beide von der Form ^ ^"T ^^ sein müssen. 
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Es können nur gerade Linien sein, aus denen sich die gesuchte Curve zu- 
sammensetzt ; bei diesen ist y constant und zwar gleich der Tangente des 
Winkels , den sie mit der a:-Axe bilden. Diese Tangente muss also ent- 
weder bei jeder geraden Linie von der Fonn - ^^ ^^ sein, wo « für die 
verschiedenen Linien verschiedene Werthe annimmt; oder sie muss bei jeder 
Linie die Form ^"t" — haben. Im ersten Falle findet ein Minimum, im 

zweiten ein Maximum statt, denn (p'Xy'^y^) oder — siny' ist im ersten Falle 
durchweg positiv, im zweiten durchweg negativ, was bei Problemen, in 
denen unter dem Integralzeichen nur y' vorkommt, die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür ist, dass die zweite Variation nur positive 
resp. nur negative Werthe annehmen kann. 

Wenn wir p2 = 2A7i— pj setzen, so folgt aus (8.) tgp, =j9j— Ati. Aber 
die Lösungen dieser Gleichung entsprechen weder einem Maximum noch 
einem Minimum, da (p'\y'^ y') beim Uebergang von einer Geraden zur anderen 
sein Zeichen wechseln würde, indem sin/?2 = — sinpi wäre. *) . 



Wir gehen jetzt zu folgendem Problem über: J 

^9.) V = /\y'*+ ay''+ by''+ cy'] dx. 

Ich setze hier 

(10.) -^ (f U^ n. P) = V+ ^(^P'+ 26p + c = N, 

(11.) (p{^yV,P)-p-ß^<P i^> V,P)=^- 3/~ 2a/- bp" = M. 

Es sind M und iV so zu bestimmen, dass die Gleichungen (10.) und (11.) 
zwei Wurzeln mit einander gemein haben. Um diese algebraische Rech- 
nung möglichst einfach auszuführen, substituire ich /? = ti — -j- ; dann gehen 

*) Hr. Todhunter behandelt im ersten Capitel des genannten Werkes solche Fälle, in 
denen (p(x,y,y') nur y' enthält. Dass jedoch sein Resultat, nach welchem die ver- 
schiedenen geraden Linien den Wurzeln der Gleichung ^'(p) = entsprechen müssen, 
nicht richtig ist, geht schon aus folgender Betrachtung hervor. Wenn 

V = /' V («> y> y') ^^ u^d F, =y ' [^ (x, y, y O + y'] dx 

gesetzt wird, so sind bei gegebenen Orenzwerthen von y die Aufgaben, V und V^ zu 
einem Maximum oder Minimum zu machen, identisch, da Fund V^ sich nur um eine 
constante Differenz unterscheiden. Nach der TodhunterQchen Methode würde jedoch 
das eine Problem auf die Gleichung y'Cp) = und das andere auf y'Cp) + 1 = führen. 
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die Gleichungen (10.) und (11.) über in 

(12.) 4«'+(26-^)« = V, 

(13.) 3«*-a«'+(6-^)«'+(^— 1^)« = u-iav, 

WO fi und V von u freie Ausdrücke bezeichnen. Setze ich 

(14.) 6— ^ = «, 

SO lassen sich die Gleichungen (12.) und (13.) schreiben: 

(15.) 4«' +2«« = V, 
(16.) 3m*— öö' + a«'— ^oa« = fi — ^av. 
Es ergiebt sich aus den Gleichungen (15.) und (16.): 

(17.) -2a«'+3»'« = 4:fi, 

(18.) (2«H^-8u)« = ar + :^. 

Gleichung (18.) kann für zwei verschiedene Werthe von « nur dann statt- 
finden, wenn 

(19.) ^tt^+dv'-Safi = 0, 

(20.) a'v+12nv = 0. 

Aus den Gleichungen (19.), (20.) und (17.) ergeben sich folgende drei 
Werthsy Sterne für /*, r und «; 



/* 



/* 



= -l2-' '' = + ^ 27-'« = +y-6-5 

^=-12-' ''=-y-27-'*'=-y-6- 

Nur das erste dieser Werthsysteme giebt zwei verschiedene Werthe für u, 
kann also hier allein in Betracht kommen. Wir haben demnach 



u = ±i]/3a'-86, 
und 



(21.) p = i[-o±>/3a'-86|. 

Sind die Endpunkte der gesuchten Curve gegeben, so besteht dieselbe, 
analog dem ersten Beispiel, entweder aus der die Punkte verbindenden 
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geraden Linie, oder aus mehreren geraden Linien, die mit der a:-Axe 

Winkel bilden, deren Tangenten abwechselnd gleich — i { a — >/3a^— 86 } und 

-i{a+l/3a-86| sind. 

Das Problem hat stets mindestens ein Minimum. Nun ist in unserem 
Beispiele 

Ist 

3a'-86<0, 

so ist (p'Xy'y y') stets positiv. Die die Endpunkte verbindende gerade Linie 
giebt also ein Minimum. In eben diesem Falle wird die rechte Seite der 
Gleichung (21.) imaginär; es giebt somit kein anderes, unstetiges Minimum. 
Ist dagegen 

3a'-86>0, 

so wird es von der Lage der Endpunkte gegen einander abhängen, ob 
v'Xy^ y) positiv oder negativ ist. Bezeichne ich den Winkel, welchen die 
Verbindungslinie der Endpunkte mit der x-Axe bildet, mit y, so wird (f'Xy\ y') 

negativ sein, falls tgy zwischen — ^^^{3«— ]/3a^— 86j und — i*5J3a+|/3a^— 86} 
liegt. In diesem Falle würde also ein Maximum stattfinden. Da es nun 
ein Minimum jedenfalls auch geben muss, so kann dasselbe nur durch 
Zusammensetzung mehrerer gerader Linien von den oben berechneten Rich- 
tungen erhalten werden. 

III. 

Beispiel, in welchem (p(x, y, y') ausser y' auch x und y enthält. 

Ein drittes Beispiel ist folgendes. Es sei eine Rotationsoberfläche 
gegeben mit der Gleichung 

(22.) z' = {x'+yY- 

Zwischen zwei gegebenen Punkten der a?y-Ebene werde eine Curve ge- 
zogen. Diese Curve bewege sich in senkrechter Richtung zur xy-Ehene; 
es soll das Stück der von ihr beschriebenen Cylinderfäche , welches von 
der a?y-Ebene und der Fläche (22.) begrenzt wird, ein Minimum werden. — 
Es ist in unserem Falle 



(23.) r = /■*■ {x'+yya+y'ydx. 
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Dies führt auf die Gleichung 

(24.) -^Vt— «— = T-T-TT- 

Die Gleichung lässt sich direct integriren, und die resultirende Differential- 
gleichung erster Ordnung ergiebt nach nochmaliger Integration und Ein- 
führung von Polarcoordinaten 

(25.) r*'*+^(cecos(m+l)y+8in(m-M)<p) = cT-^', 

wo a und c die Integrationsconstanten sind. 

Die Gleichung (23.) zeigt, dass in unserem Falle 

Die Function -^- (p (^, rj, p) kann für zwei verschiedene Werthe von p 

denselben Werth nur dann annehmen , wenn ^ = und i? = , in welchem 
Falle jede der beiden Functionen flir alle beliebigen Werthe von p den- 
selben Werth Null annimmt. Nur der Coordinatenanfangspunkt kann somit 
ein Eckpunkt werden. Wenn dieser Punkt in der Curve (25.) liegen soll, 
muss die Constante^c verschwinden. In diesem Falle sind es m+1 durch 
den Anfangspunkt gehende gerade Linien, die der Gleichung (25.) genügen. 
Ich werde also zunächst den einen gegebenen Endpunkt mit dem Anfangs- 
punkt verbinden; da sich in diesem Punkte die Constante a ändern darf, 
so kann ich als Fortsetzung der Curve die Verbindung des Anfangspunktes 
mit dem zweiten gegebenen Endpunkt betrachten. 

Für den Fall m = 1, in welchem die Gleichung (22.) die eines 
geraden Kegels wird, geht Gleichung (25.) über in die Gleichung einer 
gleichseitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt der Coordinatenanfangspunkt ist. 
Wenn nun der Winkel, den die von den Endpunkten nach dem Coordinaten- 
anfangspunkt gezogenen Linien bilden, ein stumpfer ist, so giebt es keine 
Hyperbel der angegebenen Art, in deren einem Zweige die gegebenen 
Punkte liegen. Gleichwohl muss auch in diesem Falle ein Minimum 
existiren; dasselbe kann also nur entstehen, wenn man die Endpunkte mit 
dem Coordinatenanfangspunkt verbindet. — 

4* 
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IV. 

Ueber Unstetigkeiten, die durch Bedingangen herrorgerufen werden. 

Wir betrachten jetzt folgende Frage. In dem Integral 



so 



werde statt y eine Function von x und z gesetzt, die ich mit f{x, z) be- 
zeichne. Es fragt sich: In welchem Verhältniss steht zu der Aufgabe, V 
zu einem Maximum oder Minimum zu machen, die Aufgabe, ;$ so zu be- 
stimmen, dass das Integral 

W ^f'if Ix, fix, z\ f\x) + «/(«)] dx 



vo 



zu einem Maximum oder Minimum wird. 

Die letztere Aufgabe führt auf die Differentialgleichung 

A*)[<?'(y)-^<p'(y')] = 0, 

WO für y ZU setzen ist f{x,z). Hieraus folgt, dass Werthe von y, die F 
zu einem Maximum oder Minimum machen, auch einem Maximum oder 
Minimum von W entsprechen, wenn die Werthe, die sich aus ihnen ver- 
möge der Gleichung y = fix, a) für z ergeben, durchweg reell sind. Ausser- 
dem aber würde die aufgestellte Differentialgleichung auch durch die Glei- 
chung /' (a) = erfüllt werden. Diese Gleichung kann zu unstetigen Lö- 
sungen verwandt werden. — 

Für einen Eckpunkt müssen nach den hier entwickelten Regeln die 
Ausdrücke 

(26.) r W ^' (y ') und (/) ix, y, y') - «7' (z) y ' (j^'), 
wenn für y gesetzt wird f{x, z) und darauf für x und z die Coordinaten 
des Eckpunktes eingesetzt werden, für zwei verschiedene Werthe von z' 
dieselben Werthe annehmen können. Dieser Bedingung wird zunächst 
durch discontinuirliche Lösungen genügt, welche denen entsprechen, die V 
zu einem Maximum oder Minimum machen. Ausserdem aber nehmen die 
Ausdrücke (26.) stets dieselben Werthe an, wenn fXz) = und z' nicht oo 
ist. — Es ist 

y' = r{x)+z'r{z\ 

und da unter den gemachten Voraussetzungen ä'/" (ä) verschwindet, so würde 
zu der Bedingungsgleichung 

(27.) f\z) = 
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noch folgende hinzutreten 

(28.) r(^) = ff'- 

Ein Stück der Curve /' (z) = kann als der eine von dem Eckpunkt aus- 
gehende Curvenzweig betrachtet werden. Der andere Zweig mtisste dann 
der Gleichung 

genügen. — 

Aber auch wenn ä' = oo und «'/'(«) eine endliche Grösse ist, kann 
ein Eckpunkt vorhanden sein, wenn der zweite Ausdruck (26.) für zwei 
verschiedene Werthe von z'f'{i) denselben Werth annimmt. — 

Auf die eben betrachtete Weise lässt sich folgende Aufgabe lösen: 
Es soll V zu einem Maximum gemacht werden, wenn ein gewisses Gebiet 
abgegrenzt ist, in das die gesuchte Curve nicht kommen darf. 

Ich setze y=f{x,z)j wo die Function f{x,z) so zu bestimmen ist, 
dass, wenn der Punkt a?, y ausserhalb des abgegrenzten Gebietes oder auch 
auf der Grenzcurve liegt, sich ein reeller Werth von z finden lässt, für den 
die Function den Werth y annimmt; liegt a?,y aber innerhalb des abge- 
grenzten Gebietes, so darf dies durch einen reellen Werth von z nicht er- 
reicht werden können. 

Jetzt kommt unsere Aufgabe darauf hinaus, das Maximum oder 
Minimum von W zu finden. Die Curve mit der Gleichung f' (a) = wird 
hier, wenn man für z seinen Ausdruck in x und y einsetzt, eben jene Grenz- 
curve. Dies geht daraus hervor, dass die Function f{xy a) für Werthe von 
X und Zy die denjenigen Werthen von x und y entsprechen, die Coordinaten 
der Grenzcurve sind, ein Maximum oder ein Minimum in Bezug auf z haben 
muss, da sie, wenn z sich unendlich wenig ändert, entweder nur abnehmen 
oder nur zunehmen kann. Es muss also f\z) verschwinden. Wir sehen 
somit, dass ein Theil der discontinuirlichen Lösung von einem Stück der 
Grenzcurve gebildet werden kann. An einem Punkte, in welchem diese 
mit einer anderen Curve zusammenstösst, muss für letztere die Gleichung 
(28.) gelten. Wir haben aber auch für die Grenzcurve 

y'=r{x)+zr{^)=nx). 

Daraus folgt, dass die beiden Curven sich berühren müssen. 

Es ist aber noch eine discontinuirliche Lösung anderer Art möglich,^ 
bei welcher auch die Eckpunkte in die Grenzcurve fallen, wenn nämlich 
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der zweite der Ausdrücke (26.) für zwei verschiedene Werthe von «'/'(«) 
denselben Werth annehmen kann. Von den beiden znsammenstossenden 
Curven kann die eine die Grenzcurve sein und die andere der Gleichung 

genügen. Sie können aber auch beide von der letzteren Art sein. — 

Herr Todhunter behandelt hauptsächlich Probleme, bei denen die Unste- 

tigkeit durch Bedingungen herbeigeführt wird. Nach der von mir angedeuteten 

Methode dürften sich diese Probleme zum TheU einfacher lösen lassen. Ich 

will nur ein Beispiel anführen. 

Es soll zwischen zwei Punkten eine Linie derartig gezogen werden, 

dass der durch Rotation derselben um die y-Axe entstehende Körper bei 

einer in der Richtung der y-Axe fortschreitenden Bewegung in einem Fluidum 

den geringsten Widerstand erleidet 
Wir haben für diesen Fall 

wr /**» XdX 

Co 

Sind tfoo und y«i die den Endpunkten zugehörigen Ordinaten, so kann als 
Bedingung angesehen werden, dass y stets zwischen y,jü und y^i liegen muss, 
da sonst kein Rotationskörper zu Stande kommen würde. Die Grenzlinien 
wären somit die durch die Endpunkte gehenden mit der rc-Axe parallelen Linien. 
Das Problem führt auf die Gleichung 

Ich werde hier nur untersuchen, ob eine zum Theil von den Grenz- 
linien gebildete discontinuirliche Lösung möglich ist. 

Soll eine durch (29.) dargestellte Curve eine Grenzlinie berühren, 
so muss y' = werden, was unmöglich ist. Wir können daher eine un- 
stetige Lösung nur erhalten, wenn der zweite Ausdruck (26.) für die beiden 
Curvenzweige denselben Werth annimmt. Da ä in unserem Falle nur von 
y abhängig ist, so ist «'/'(a) = y' und der betreflfende Ausdruck geht über in 

^(« + 3^0 _ ^ 

ii+y'y ^ 

Für die Grenzlinie wird y ' = und M = x\ denselben Werth kann 
M nur für y' = ±1 erhalten; es muss also die Curve die Grenzlinie in einem 
Winkel von 45" schneiden. 

Berlin, den 15. November 1875. 
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lieber die Brechung eines Lichtstrahls durch ein 

Linsensystem. 

(Von Herrn H. Zincken gen. Sommer in Braunsehweig.) 



Uie Verfolgung eines Lichtstrahls auf seinem Wege durch ein 
System von Linsengläsern mit gemeinschaftlicher Axe hat viele Unter- 
suchungen veranlasst, aber zu wenig übersichtlichen Ergebnissen geführt, 
sobald die sogenannte sphärische Abweichung und die Dicken und Ent- 
fernungen der Linsen in Rechnung gezogen wurden. Die genaue Berück- 
sichtigung der letzteren Werthe unbeschadet der Eleganz der Resultate, hat 
erst Gauss durch seine Begriffsbestimmung der Brennweiten und Haupt- 
punkte erreicht, und Herr Listing hat durch Einführung der Kreuzungspunkte 
die Untersuchung auf den Fall ausgedehnt, in welchem das erste und letzte 
Medium von einander verschieden sind. Beide zogen aber nur Strahlen in 
Betracht, deren Neigung gegen die Axe verschwindend klein, und schon 
die Berücksichtigung der sphärischen Abweichung erster Ordnung, wie ich 
sie in meinen „Untersuchungen über die Dioptrik der Linsensysteme" unter- 
nommen, hat zu einer nicht unbeträchtlichen Complication der Formeln 
geftihrt. 

Es scheint mir nun bemerkenswerth zu sein, dass sich die Abhän- 
gigkeit des gebrochenen Strahls vom einfallenden ohne jedwede Vernach- 
lässigung und zwar durch sehr einfache Gesetze darstellen lässt, wenn man 
die Gauss* ^chen Definitionen derart erweitert, dass jedem Strahle je nach 
seiner Lage besondere Brennweiten, sowie auch besondere Brenn-, Haupt- 
und Kreuzungspunkte zugetheilt werden: Nach Ermittelung dieser Bestim- 
mungsstücke, welche übrigens von den Gauss'^chen nur um Werthe zweiter 
Ordnung abweichen, kann der Weg des Strahles ohne Weiteres genau an- 
gegeben werden. Nachdem ich schon in den Monatsberichten der Königl. 
Preussischen Akademie der Wissenschaften (Februar 1876) die wichtigsten 
Gesetze synthetisch begründet, beabsichtige ich an dieser Stelle dieselben 
analytisch zu entwickeln und ihre nächsten Consequenzen darzulegen. 
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Brechung an einer Fläche. 
Wird ein Lichtstrahl an irgend einer Fläche gebrochen, so liegen 
der einfallende, der gebrochene Strahl and das Einfallsloth in einer Ebene; 
es lässt sich daher ein Dreieck constmiren, dessen Seiten zn den Richtnngen 
dieser drei Graden parallel sind und sich verhalten wie sin v^ : sin 9: sin (9)— V^), 
wenn q) den Winkel des einfallenden und y^ den des gebrochenen Strahls 
— beide in der Fortpflanznngsrichtnng des Lichts genommen — mit der 
dem zweiten Medium zugewendeten Normalen der brechenden Fläche be- 
zeichnet. Sind nun S^rj,^ die Cosinus der Winkel, welche der einfallende 
Strahl mit den Axen irgend eines rechtwinkligen Coordinatensystems bildet, 
und haben l, fi, v und ce^ ß^ y dieselbe Bedeutung für den gebrochenen 
Strahl, resp. f(ir das E^fallsloth, so ergeben sich durch Projection der 
Seiten jenes Dreiecks auf die Coordinatenaxen die Gleichungen: 

fsinv'— Asin9?-f-asin(y— V') = 0, 

lysiny/— /isin9?+/9sin(9?— V') == 0, 

^sinV'— i'siny+ysinCy— V') = 0. 
Sind m und n die absoluten Brechungsindices des Lichtstrahls in den 
durch die brechende Fläche getrennten Medien, so verhalten sich dem 
Brechungsgesetze gemäss 

sinv^: siny : sin(y~V^) = m : «: (ncosv^-mcosy), 

so dass die eben entwickelte Gruppe von Gleichungen auch durch 

mf — iii+(«co8V^— mco8y)a = 0, 

(1.) (mi; — ii)u+(«co8V^— mcosy)/? = 0, 

m^— iiv+(iicosV'— »»co8y)y = 

ersetzt werden kann. Der Werth (ncosv' — »»cosy) ist bei der Untersuchung 
der Brechung von grosser Bedeutung; er tritt als die zum Einfallslothe 
parallele Verbindungslinie der Endpunkte auf, wenn vom Einfallspunkte aus 
auf den Strahlen m und n aufgetragen werden, und ist für verschwindend 
kleine Einfallswinkel gleich n—m. 

Brechung durch eine Linse. 
Für die Brechung an der ersten Fläche sollen die bisherigen Be- 
zeichnungen, fttr die abermalige Brechung dieselben Buchstaben accentuirt, 
jedoch in umgekehrter Folge verwendet werden; es kommen demnach dem 
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durch die Linse gebrochenen Strahle der Brechungsindex mi, die Axencosinus 
^ii ^1? Ci und der Winkel (pi mit der Flächennormale zu, während der Strahl 
vor der zweiten Brechung die frühem Axencosinus k^ /ti^ v hat, aber mit 
dem zweiten Einfallslothe den Winkel tpi einschliesst Da nun die Brechung 
an der zweiten Fläche durch die Gleichungen 

Wi^i— ni+(»cos^i— miC0S9i)ai = 0, 

Ulli?!— «iW+(«cos^i— iWiC0syi)/?4 = 0, 

mi^i— «v+(»cosv/i— micosy/i)/! = 

bestimmt wird, so ergiebt sich: 

mifi— m^+C^cosT^, — Wicos^i)«! — (ncosv^— mcos^)« = 0, 

iWii7i—mi? + (iicosv^i— WiC0S<iPi)/3i— («cosv^— mcosy)/? = 0, 

WiCi— w^+(»cosv^i— WiCOsyOyi— (»cosv^— mcos9)y = 0. 

Es mögen nun r und r, als Radien der brechenden Kugelflächen 
und zwar dann mit positivem Vorzeichen angenommen werden, wenn die 
betreffende Fläche nach aussen convex ist ; bezeichnen r und ri gleichzeitig 

die Mittelpunkte der Kugelflächen, so soll die Entfernung rvi derselben 
gleich p^ die Länge des innerhalb der Linse verlaufenden Strahles, also 
die Entfernung der Einfallspunkte gleich n.d gesetzt werden. Wenn nun 
die Grössen fy /i , f , i, i^, e, ti durch die Gleichungen 

1 ncost^ — mcosqp i __ «cosU'i — miCOB<)pi 

7"" r > 7" n > 

(2.) \ f - /^ + /•, ff,^ 

c = frf:/;, ei=^frf:/ 

bestimmt werden, so ist m . f die erste, W| . f die zweite Brennweite der Linse 
für den Strahl; werden von den Mittelpunkten r und ri auf der die Axe 

bildenden Graden rr^ den bezüglichen Flächen abgewendet die Strecken i 
und i, abgetragen, so gelangt man zu den Kreuzungspunkten der Linse fllr 
den Strahl, welche selbst durch i und ii bezeichnet werden sollen; diese 
seien auch die Anfangspunkte zweier rechtwinkligen, flir den einfallenden, 
resp. den gebrochenen Strahl bestimmten Coordinatensysteme ; die Coordi- 
natenaxen sollen in der Richtung übereinstimmen, die Axen der in der Fort- 
pflanzungsrichtung des Strahls wachsenden Abscissen mögen mit der Axe rr^ 
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der LinBe zusammenfolleiL Trägt man die Strecken m.e and «h.ei auf dem 
einfallenden, resp. dem gebrochenen Strahle vom EinMlsponkte ans nach 
innen anf, &o ergeben sich die Hauptpunkte der Strahlen, welche e und e^ 
genannt und deren Coordinaten durch x^^ y", z^ resp. Xi^ yV, ;»? bezeichnet 
werden sollen. Werden endlich auf dem einfallenden resp. dem gebrochenen 
Strahle von dem Hauptpunkte aus die Strecken m.f und iii,.f nach aussen 
abgetragen, so gelangt man zu den Brennpunkten der Strahlen, und diese 
mögen f und fi heissen« Die nachfolgenden Betrachtungen erleiden übrigens 
keine Aenderung, wenn statt der Kugelflächen irgend welche brechenden 
Flächen vorausgesetzt werden, und r und ri beliebige Punkte auf der innem 
Seite der Einfallslothe bedeuten. 

Als Coordinaten der Einfallspunkte ergeben sich nun 

x"— e.iiil = — ra— i, 

y^—t.mrj = —r/3, 

sowie 

und andererseits lässt die Projection der Einfallspunkte auf die Richtungen 
der Coordinatenaxen ersehen, dass 

d.nk = ra+ritti+p, 

d.n.u = rß+r^ß^^ 

d.nv = ry + fiy,. 

Werden nun diese letzteren Gleichungen mit (f:/i), dann mit (— f:/) multi- 
plicirt und zu der ersten, resp. der zweiten Gruppe der vorgehenden Glei- 
chungen addirt, so ergiebt sich: 

a/^ = f[(iicosV'i — «»icos^i)«! — (»cosv^— wcos^)«] = a:i, 

y'^=rf[(iicosv^i — micos^i)/?! — («cosv^— iiicos(^)/?] =y*/, 

j5" = f[(ncosv^i— iiiicosyi);'! — («cosv^ — mcosy)/] = äi, 



oder 



(3.) |i^" = f[ii»i?-m,i?J=y?, 
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Die Lage eines Hauptpunktes zum zugehörigen Exeuzungspunkte 
ist hiernach vor und nach der Brechung genau dieselbe , und die Figur 
ciiiCi ein Parallelogramm. Die Ebene desselben soll Hauptebene, die 
parallelen Verbindungslinien der zugehörigen Haupt- und Kreuzungspunkte 
sollen Hauptlinien heissen; für die übereinstimmende Entfernung der Haupt- 
und Ereuzungspunkte 

eei = Ui = -fprf:/A=prf:(/+A-rf) 

hat bereits Herr Listing den Namen Interstitium eingeführt. 

Die Gleichungen (3.) führen unmittelbar zu folgenden Ergebnissen: 
Wird die durch die Linse bewirkte Ablenkung des Strahls, also der 
Winkel zwischen den Fortschrittsrichtungen des einfallenden und des ge- 
brochenen Strahls durch x bezeichnet, so erhalten die Hauptlinien die 
Länge 



et = e,x,=^U:S{m§-mJ,f = f JJf, 
wenn 

M = V(m^ — 2mmiC0s;f-t-mJ) 

gesetzt wird. Die Axencosinus der von den Haupt- nach den Kreuzungs- 
puhkten gerichteten Hauptlinien werden 

und die Winkel, welche die Hauptlinien mit den Strahlen bilden, sind durch 
ihre Cosinus 

(i»! cosx — m) : M, (mi — m cosx) : M, 

und ihre Sinus 

mi sin X : M, msin;; : M 

bestimmt. 

Wird auf der Hauptebene ein Loth in dem djer Lage der Z-Axe 
zur JC y-Ebene entsprechenden Sinne errichtet, so sind seine Axencosinus 

Q j ^iCi — ^^C m,iy, — miy 

und für die Cosinus der Winkel, welche dieses Loth mit dem einfallenden, 
resp. dem gebrochenen Strahle bildet, ergeben sich daher die Werthe 

iitx — ■ — , m — ;^ — • 
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Legt man durch den ein- resp. den austretenden Strahl und den zugehörigen 
Kreuzungspunkt Ebenen, so erhalten die Axencosinus der darauf errichteten 
Lothe die gemeinschaftlichen Werthe 

+8inx ' +8inx ' +smx 

Die von den Kreuzungspunkten auf die zugehörigen Strahlen gefällten Lothe 
haben die Längen mifsin;^ und wfsin;^. 

Es gelten hiemach folgende Gesetze: 

Die durch den einfallenden Strahl und den ersten Kreuzungspunkt ^ resp. 
durch den gebrochenen Strahl und den zweiten Kreuzungspunkt gelegten Ebenen 
sind parallely und deswegen gleich geneigt zur Hauptebene; sie enthalten die 
Richtungen des einfallenden, des gebrochenen Strahles und der Hauptlinien. 

Die Entfernungen des einfallenden und des durch die Linse gebrochenen 
Strahles von den zugehörigen Kreuzungspunkten, ebenso die Sinm der Winkel, 
welche jene Strahlen mit den Hauptlinien, resp. der Hauptebene bilden, cer- 
halten sich wie mi : m, d* h. wie die Brechungsindices der Medien hinter und 
vor der Linse. Diese Sinus und ebenso die erwähnten Entfernungen werden 
daher unter einander gleich, wenn die Linse beiderseits eon demselben Medium 
umgeben ist. 

Schon hierauf gestützt würde man leicht eine Construction des ge- 
brochenen Strahles angeben können, wenn der einfallende Strahl und die 
zugehörigen Brennweiten und Kreuzungspunkte gegeben wären. Noch ein- 
facher gestaltet sich diese Construction durch die Betrachtung der Brenn- 
punkte. Die Coordinaten von f werden 

oder 

die von f^ aber werden 

oder 

Es zeigt sich also, dass die Richtung von fi die des gebrochenen Strahles, 

die Richtung von ii f i die des eintretenden Strahles ist, sowie dass die Längen 
dieser Linien mit der zweiten, resp. der ersten Brennweite tibereinstimmen. 
Die Construction kann demnach folgendermassen geschehen. Der Brenn- 
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pnnkt f des eintretenden Strahles ist durch seine Entfernung m, f vom ersten 
Kreuzungspunkte bestimmt, der Brennpunkt fi des gebrochenen Strahles wird 
durch Auftragen von mf auf der durch den zweiten Kreuzungspunkt zum 
eintretenden Strahle gezogenen Parallelen ermittelt. Durch diesen Punkt, 
parallel zu f i ist der gebrochene Strahl zu legen. Insofern für f zwei ver- 
schiedene Punkte und demgemäss zwei verschiedene Lagen des gebrochenen 
Strahles sich ergeben, ist ersichtlich, dass zwei verschiedene brechende Linsen 
zu den gegebenen Brennweiten und Kreuzungspunkten gehören, von welchen 
die eine um einen spitzen Winkel, die andere um den stumpfen Neben- 
winkel den gegebenen Strahl ablenkt. Die letztere Möglichkeit, welche 
nur bei ausserordentlich grossen Einfallswinkeln eintreten könnte, ist in 
Wirklichkeit ausser Acht zu lassen. Wohl aber ist das Vorzeichen der 
Brennweite zu beachten ; da nämlich die Entfernung des einfallenden Strahles 
vom ersten Kjeuzungspunkte gleich mfsin;?, so ist für negative Brennweiten 
der Ablenkungswinkel x negativ, welcher Umstand bei der Bestimmung 
des Punktes f von Einfluss ist. 

Der Vergleichung halber sei daran erinnert, dass Gauss, der nur den 
Fall der ersten Annäherung in Betracht zog, als geometrischen Ort für die 
Punkte f und fi die von ihm eingefllhrten Fokalebenen fand und darauf 
seine Construction des gebrochenen Strahles gründete, während die genaue 
Construction dafür Kugelflächen, mit wj und iwf aus i und ii beschrieben, 
liefern würde, wenn nicht, da die Brennweiten und Kreuzungspunkte von 
der Lage des Strahles abhängig, die Mittelpunkte und Radien dieser Kugel- 
flächen selbst veränderlich wären. Abgesehen vom besonderen Falle, in 
welchem f = oo, wird nur derjenige Strahl keine Richtungsänderung er- 
fahren, der durch seinen Kreuzungspunkt hindurchgeht; der Sinus der Ab- 
lenkung wächst mit der Entfernung des Strahles vom Kreuzungspunkte und 
erreicht seinen Maximal werth, wenn diese Entfernung gleich wj ist; Strahlen 
in noch grösserer Entfernung werden überhaupt nicht durch die Linse ge- 
brochen. 

Die von Herrn Listing für den speciellen Fall von der Axe nur wenig 
abweichender Strahlen eingeführten „accessorischen Punkte" können ebenfalls 
in der vorliegenden allgemeinen Untersuchung nachgewiesen und zur Con- 
struction des gebrochenen Strahles benutzt werden; trägt man nämlich auf 
dem eintretenden und dem gebrochenen Strahle von ihren Hauptpunkten 

aus nach aussen die Strecken cg = 2mf, resp. c,g, = 2mif ab, so ergeben 
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sich für den Punkt g die CoordiniUen 

x^^-2f«^, f'-2f«ii, V'-2f«; 
oder 

während die Coordinaten des Punktes gi 

xy+2f«,^„ f?+2f»,ii,, »;+2f«,;,, 

oder 

+f(«|+«hfOr +f(«ll+«,11t), +f(«C+»i^i) 

werden. Die von den Krenzongspunkten nach den accessorischen Punkten 
g und gi geftihrten Greraden erhalten daher die ahereinstinimeiide Linge 

fV«i^+2«i«iieo6«+aii und entgegengesdzte Richtung: die Verwendong der 
Lage dieser Punkte zur Constmction des gebrochenen Strahles bedarf keiner 
weiteren Auseinandersetzung. Bezeichnen wir den im Unendlichen liegenden 
Punkt eines Strahles durch o resp. Oi* so zeigt es sich« dass dieser unend- 
lich entfernte Punkt stets vom Brennpunkte harmonisch getrennt ist durch 
den Haupt- und den aceessorischen Punkt und noch bemerkenswerther ist 
dass die Geraden« welche o, g«f und e von i aus. und diejenigen« welche 
f n 9i « Ol und Ci von i| aus projiciren« untereinander parallel sind. 

Auch auf dem Wege der Rechnung ISsst sich die Lage des aas- 
tretenden Strahles bestimmen. Wird in beliebiger Entfernung ml von e nach 
aussen hin ein Punkt I auf dem ein&llenden Strahle angenommen , dessen 
Coordinaten XytfyB sein mögen^ und haben I|« X|« fi« «i dieselbe Bedeutung 
für irgend einen Punkt des gebrochenen Strahles« so ergeben sich unmittel- 
bar die Gleichungen 

Ix"* = x + f «il = f («il— «iiJi) = Xi— !t«ah^i = a:y« 
S^*=^S + t«lC = f(«»?-»hCi) = »i-fi-«i^i = »?- 

Es wird demnach 

Xx* = [— «if — («iicosx— «i^fp+ÄiIsin'^ff. 

— JPi^i = «•ifi—(aii— Äicosx)!« 

» 

und dio Bestimmung der Richtung des gebrochenen Strahles kann durch 
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succesßive Anwendung der Gleichungen 

fj = f cosx — (cc— f-Zo:^ :mif, 
ri\ = i?eo8x — (y— 7?-ra:§) :mit, 

erfolgen. Um die Coordinaten eines beliebigen Punktes fi dieses Strahles 
zu erhalten, können die aus (4.) sich ergebenden Gleichungen 

y:f+«ii? = (mjy— »»iijOf :f, 

nnd 

iCi:fi— f»il, = (»»I— »»ili)f :ti, 

yi'li-minx = (»»'?-»»i»?i)f:!t, 
«i:!,— «h^i = (»»£— »»i?i)f:fi 
benutzt werden, deren Addition 

= (t+1 f)C"»^-»»i^i)f, 

(7.) \-j;-+-r = (■{+-T-y)i'^n-f>hVi)l 

liefert. Erwähnenswerth ist auch die mit Benutzung von (5.) sich ergebende 
Gleichung 

(8.) ^-f--:^^ = (|+t-t)Kt-t)^-'»^^+«'1^ 

Sind x^ y^ z äie Coordinaten eines Object-, x^ y^ Zi die des zugehörigen 
Bildpunktes , so ist iWi &, abhängig von m & in einer Weise , die zu ent- 
wickeln ich mir für eine andere Gelegenheit vorbehalten muss; es sei hier 
nur darauf hingedeutet, dass dann 

fi « f 
mit dem Gliede der sogenannten sphärischen Abweichung aufs engste zu- 
sammenhängt und bei kleinen Einfallswinkeln ebenfalls klein wird, sowie 
dass die Beurtheilung der Aehnlichkeit von Bild und Object, wobei die 



«1 


■+f 


y, 


■+i 


»1 


■+T 
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Kjreuzungspunkte die Rolle der Aehnlichkeitspunkte spielen, auf die vor- 
stehenden Gleichungen zurückgeführt werden kann. 

Beispielsweise möge ein Strahl untersucht werden, welcher vor und 
folglich auch nach der Brechung die Axe schneidet. Werden f und fi als 
die Schnittpunkte angenommen, so ist y = 0, a = 0, ji = 0, äj = und also 
den Gleichungen (7.) zufolge 

f. I f ' 
f, ^ f "• 

Istetwaf = X) und demnach -r- = — m, so ergiebt sich «ii.fi = i»i.f, x^ = m.f ; 

der Brennpunkt des austretenden Strahles liegt daher auf der Axe, und zwar 
um die erste Brennweite vom zweiten Kj-euzungspunkte entfernt. Die Ver- 
schiebung, welche dieser Schnittpunkt für verschiedene parallel zur Axe ein- 
fallende Strahlen erleidet, ist also zu beurtheilen nach der damit zusammen- 
hängenden Verschiebung von ii und der Veränderung, welche die Brenn- 
weite erleidet. 

Schneidet der einfallende Strahl die Axe in einem eigentlichen Punkte, 
so ergiebt sich aus den allgemeinen Gleichungen (6.) 

xl^l — ^-.iiti = fsin;^ = aJiVT^^-.m, 
Si = fcos;f — Vi — ^smx, 
und da demgemäss 

(l-|J)-2|^r^/]r^?cos;f+(l-r) = sin^;^, 
so sind die Schnittpunktsentfemungen durch die Gleichung 

(_Ly_2(-i_)(-i-)co8.+(-i-y = (-i-fV 

^m^x^y ^m^x^/\mxy ^ mx / ^mm^ '/ 

verbunden. 

Die Bestimmung der Lage eines Strahles nach der Brechung durch 
die Linse lässt sich, wie im Vorstehenden dargelegt, auf die Kenntniss 
seiner Brennweiten und Kj-euzungspunkte zurückführen. Für verschwindend 
kleine Einfallswinkel stimmt die hier gegebene Definition dieser Bestimmungs- 
stücke mit der frühem überein, und dieser Umstand ist für die erste An- 
näherung von Wichtigkeit Für die genaue Berechnung derselben lässt sich 
ein Anhalt gewinnen durch die Projection des zwischen den Einfallspunkten 
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verlaufenden Strahles auf die Coordinatenaxen, diese liefert 

d.nfi = e.fnrj + e^miTji^ 



und demnach 



nl m| ,1»,^, p 



f f^ ' f fn ' 

nv _ mC ,m,C^ 



f f. /^ 

Werden diese Gleichungen mit f , i?, ?, dann mit f i , i/j , ^^ multiplicirt und 
addirt, so ergiebt sich 

nco8(<;p — V) _ m iit,co8x p| 

(10.) { ^ ~ '^ ~ ^' 

nco8(y,— tp,) _ mcoBx m, _pii 

. f "" ~?r""^T""7?r' 

Die Addition der quadrirten Gleichungen (9.) aber lässt ersehen, dass 

(il.) ^ = (^)-+2^^c«,«+(^)--2(f +^)^+(-^)-. 

Es ist bemerkenswerth, dass diese Gleichungen von dem innerhalb 
der Linse liegenden Stücke des Strahles unabhängig sind; fllr die in ^ und 
/i noch enthaltenen Einfallswinkel (p und (pi ergeKen sich, wenn die qua- 
drirten Gleichungen (10.) einzeln von (11.) subtrahirt werden, als zweck- 
mässiger gestaltete Gleichungen: 

(12) p/si^(y--V'))'= ^^siny)'=(mJsinx)^-2m,fi(|,-fcosx)+iXl-0, 
|(»/isin(yi- V'i))' = (r,sinyO' = (»»f sin5f)'-2mfii(^-fiCOSx)+iXl-^), 

mit Hülfe welcher die Berechnung allmählich bis zu beliebiger Genauigkeit 
erhoben werden kann. 



Brechung durch eine CombinatioD zweier LiDseu mit gemeiDschaftlicher Axe. 

Die Bezeichnung der auf die einzelnen Linsen und die dort ver- 
laufenden Strahlen bezüglichen Grössen soll in derselben Weise wie bisher 
geschehen, mit der Modification jedoch, dass der Index (i) für die zweite 
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Linse reservirt bleibe und die den einander zugekehrten Linsenflächen, sor 

• 

wie dem dazwischen verlaufenden Strahle zugehörigen Werthe durch einen 
Stern (*) ausgezeichnet werden ; es seien also z. B. r, r\ r\ , rj die Kadien 
der aufeinander folgenden Flächen, m, n, m\ Wj , mi die Brechungsindices des 
Lichtstrahles in den auf einander folgenden Medien ; es mögen auch die Ab- 
lenkungswinkel für die einzelnen Linsen durch x und x\^ der Gesammtab- 
lenkungswinkel aber durch x bezeichnet werden. Ist nun mh die Länge 
des zwischen den Linsen verlaufenden Strahles, von Hauptpunkt zu Haupt- 
punkt gerechnet, p aber die Entfernung der inneren Kreuzungspunkte, also 

mh = te[ und p = i'il, und ist femer 

g "" f "^ f, ff. ' 

® = Ofb:f„ ®, = gfb:f, 

so soll mfy die erste, «iifj die zweite Brennweite der Doppellinse fllr den 
Strahl heissen; in den Entfernungen 3 und 3i von dem ersten und letzten 
Kreuzungspunkte der einzelnen Linsen, und zwar nach innen sollen die 
Kreuzungspunkte der Doppellinse für den Strahl angenommen, durch 3f %nd 
3fi bezeichnet und als Anfangspunkte zweier rechtwinkligen, für den ein- 
fallenden, resp. den gebrochenen Strahl bestimmten Coordinatensysteme ver- 
wendet werden; die Richtungen der Coordinatenaxen sollen mit einander 
und mit den für die einzelnen Linsen anzunehmenden Coordinatenrichtungen 
übereinstimmen. Trägt man auf dem einfallenden, resp. dem gebrochenen 
Strahle von den Hauptpunkten c und Ci aus die Strecken m®, resp. mi@i 
nach innen ab, so gelangt man zu den Hauptpunkten der Doppellinse für 
den Strahl, welche @ und ®i genannt und deren Coordinaten durch A"", 7", Z", 
resp. JTi, yy, ZI bezeichnet werden sollen; endlich gelangt man zu den 
Brennpunkten fj und 5i des einfallenden, resp. des gebrochenen Strahles, 
wenn auf diesen Strahlen von @ und ©i aus die Strecken mfj, resp. inifj 
nach aussen abgetragen werden. 

Als Coordinaten von e und ei erhält man nun 
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und 

ausserdem lässt die Projectioo von e* und el auf die Coordinatenaxen er- 
sehen, dass 

b.mT = «1-2". 

Werden diese Gleichungen mit 5 : f i , dann mit — fj : f multiplicirt und zu 
der ersten, resp. der zweiten Gruppe der vorhergehenden Gleichungen addirt, 
so ergiebt sich durch Vergleichung der Resultate, dass 



\ 



(13.) (y"=yy = y^^Of 









Aueh für die Doppellinse ist daher die Lage eines Haupt- zum zugehörigen 
Kreuzungspunkte genau dieselbe vor und nach der Brechung; die Figur 
63f3i@i wird ein Parallelogramm, dessen Ebene Hauptebene heissen soll, 
und dessen Seiten die Längen 



e®, = 33i = u + t;ti-3fpb:ff„ 

erhalten ; als Axencosinus dieser letzteren Linien, welche wieder Hauptlinien 
genannt werden sollen, ergeben sich: 

(m f — Uli Si) : ]Xtn^— 2m lUi cos x-\'m])^ etc. 

Es wiederholen sich überhaupt, nachdem die Gleichungen (13.) der Form 
nach mit den Gleichungen (3.) identisch geworden sind, die an letztere ge- 
knüpften Folgerungen Schritt für Schritt, so dass auch für die Construction 
imd Berechnung der Lage des durch die Doppellinse gebrochenen Strahles 
die früheren Gesetze, deren wiederholte Anführung überflüssig sein dürfte, 
sich ergeben. Der Weg des Lichtstrahles hängt somit nur von den für ihn 
geltenden Brennweiten und Kreuzungspunkten der Doppellinse ab. Während 
bei verschwindend kleinen Einfallswinkeln die Gati^^'schen Definitionen dafür 

6» 
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in Kjaft treten, liefert die Projeetion des zwischen e* und el verlaufenden 
Strahles auf die Richtungen der Coordinatenaxen 



und demnach 



m*^* _ ^1^ , «», I, 



S f, ' f fft' 



* • 



m fi mtj 1 fitj 17, 

= -i — r 



5 f. f 



5 f, f 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, wenn sie entsprechend, wie früher die 
Gleichungen (9.), behandelt werden, 

m*C08x* _ m m, CO8X p| 

_^_ _ -^+— j -^, 

m*C08x* __ mcosx , m, p^, 

(m^fsmO' = (m,gfsin;f)'-2migf3(fi-fcos;f) + 3'(l-^), 
Kfisinx;)^ = (mgf8in;f)^-"2mgf3i(f-fiC0s;f)+3Kl-^)- 
Die Formeln für die Brechung durch eine Combination zweier Linsen 
haben durchweg dieselbe Gestalt wie für eine einzelne Linse erhalten. 
Wird daher eine Doppellinse mit einer andern, oder auch mit einer ein- 
fachen Linse combinirt, so gehen abermals Formeln von der nämlichen Ge- 
stalt hervor, und demzufolge gelten die entwickelten Gesetze ganz allgemein 
flir irgend welche Systeme von Linsen mit gemeinschaftlicher Axe. 

Braunschweig, April 1876. 
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lieber einen von Abel aufgestellten die algebraischen 

Functionen betreffenden Lehrsatz. 

(Von Herrn L. Stickelherger in Zürich.) 



In Äbeh „pr^cis d'une throne des fonctions elliptiques" findet sich 
der Beweis eines allgemeinen Satzes über die Form derjenigen Integral- 
functionen algebraischer Differentialansdrücke, welche durch algebraische 
und logarithmische Functionen dargestellt werden können *). Ein specieller 
Fall dieses Satzes ist der folgende, welcher unter Anwendung der von Abel 
benutzten Hülfsmittel von Herrn Liouville in seinem „II. memoire sur la 
determination des integrales dont la valeur est alg^brique" **) bewiesen 
worden ist: 

Bezeichnet z eine algebraische Function der unabhängig veränderlichen 
Grösse x, und ist die Integralfunction y=^/zdx ebenfalls eine algebraische 
Function von x, so kann die letztere Function y durch das Argument x und 
die algebraische Function z eon x rational ausgedrückt werden; 
oder mit anderen Worten: 

Jede algebraische Function y eines Argumentes x lässt sich durch das 

Argument x und die in Bezug auf x genommene Ableitung -j^ = j5 rational 

ausdrücken ***). 

In dieser Fassung ist der Satz leicht zu begründen. Denn wenn 
^(^5 y) = die irreductible Gleichung ist, welcher y genügt, und F^, Fj die 
partiellen Ableitungen von F nach x und y bedeuten, so hat man nur nach- 
zuweisen, dass die beiden Gleichungen 

F(a?,y) = 0, F,{x,y) + zF,ix,y) = 

*) Dieses Journal Band IV, p. 264; Oeuvres I, pag. 354. 

**) M^moires des savans ^trangers Vol. V, p. 140 -—142. 

***) Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des bekannten allgemeineren, dass sich 
die M-deutige algebraische Function y von x rational durch x und eine beliebige ratio- 
nale Function z von x, y ausdrücken lässt, wenn s^ als Function von x betrachtet, 
ebenfalls n-deutig ist. Dieser allgemeiue Satz ist indessen in dem nachfolgenden 
Beweise nicht vorausgesetzt, sondern es sind diejenigen Betrachtungen, durch welche 

derselbe erwiesen wird, direct auf den speciellen Fall angewandt, wo s = -^^ ist. 
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nicht mehr als eine Wurzel y mit einander gemein haben, oder, da FjCx, y) 
nicht gleich Null sein kann, dass für verschiedene Wurzeln y der Gleichung 

P(^9 y) = *^ch die Ableitungen -^ verschieden sind. Dies ist aber offen- 
bar der Fall, da sonst eine Wurzel y sich nur durch eine Constante c von 
einer anderen unterscheiden und folglich die Grleichung F{x, y) = eine 
Wurzel mit F{x,y + c) = gemein haben würde, was der Voraussetzung 
der Irreductibilität von F{x, y) = widerspricht. 

Die Gleichung F{x, y) = definirt nicht allein y als algebraische 
Function von x, sondern auch x als algebraische Function von y. In 
Folge des eben bewiesenen Satzes ist diese Function x rational ausdrück- 
bar durch das Argument y und die in Beziehung auf y genommene Ab- 

leitung -T- = — von x. Da überdies z durch die Gleichung ^ — f- » ^ = 

bestimmt ist, so erhellt die Richtigkeit des Satzes: 

Ist y eine algebraische Function der Veränderlichen x und ^ = -f- die 

nach X genommene Ableitung derselben, so besteht zwischen je zweien der 
Veränderlichen x^ y, z eine algebraische Gleichung, und durch irgend zwei 
dieser Veränderlichen lässt sich die dritte rational ausdrücken. 

Wenn insbesondere y eine rationale Function von x ist, so erhält 
man als speciellen Fall des obigen Satzes: 

Das Argument x einer rationalen Function y eon x ist durch die Func- 
tion y und deren in Bezug auf x genommene Ableitung -^ rational ausdrückbar. 

Zürich, im JuH 1875. 
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Zum Hauptaxenproblem der Flächen zweiten Grades. 

(Von Herrn Geiser in Zürich.) 



JJas zuerst von Herrn Kummer gelöste und seither vielfach behandelte 
Problem : „Die Discriminante der kubischen Gleichung, von tc elcher die Haupt- 
axen einer Fläche zweiten Grades abhängen, in eine Summe von Quadraten 
zu zerlegen,'^ ist bis jetzt mit wesentlich algebraischen Hülfsmitteln erledigt 
worden. Es ist aber auch möglich, die Frage von einer mehr geometrischen 
Seite aus anzufassen und einer wenigstens prinzipiellen Beantwortung ent- 
gegenzuftlhren, wenn auch zur vollkommenen Lösung derselben schliesslich 
analytische Entwickelungen angewendet werden müssen. Ohne also den An- 
spruch zu machen, neue Resultate zu liefern, wird vielleicht die nachfolgende 
Notiz doch einiges Interesse erwecken durch den Weg, auf welchem das 
bekannte Endziel erreicht wird. 

I. 
Der Tangentialkegel, welcher vom Punkte x, y, z aus dem EUipsoid *) 

— 4-— 4-— = 1 
ab c 

umschrieben werden kann, genügt in seinen laufenden Coordinaten |, tj, ^ 
der Gleichung 

Werden rechtwinklige Coordinaten vorausgesetzt, so hängen die Hauptaxen 
desselben von der kubischen Gleichung ab: 

(2.) «12 a22— ^ Ö32 

wo zur Abkürzung folgende Bezeichnungen eingeführt sind: 

i ( Ä* 3?' ) zx 

(3.) (^2 — "~'fr*"|~^+~^'"l}7 «31 = 



= ~;i^+2iÄ'+S3A+e = o, 



c'a'^ 



— ^ j x^ \j^ 1 } __ ^y 



*) Wir brauchen die Bezeichnung EUipsoid, obschon die nachfolgenden Formeln 
und Schlüsse ihre Gültigkeit fUr beliebige reelle Werthe von a% 6', c^ behalten. 
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r "~ o*6V I o* "^ 6' ■*■ c' ^» ~ o'i'c« ' 
Die Gleichung (1.) stellt dann einen Rotationskegel dar, wenn die 
kubische Gleichung (2.) eine Doppelwurzel hat, d. h. wenn deren Discriminante 



(5.) 



9(5+Sl93 -6m+2SB' 
6S3+281' 9^+2193 



_ 3£! 



verschwindet*). Es ergiebt sich also zunächst der Satz: 

Der Ort aller derjenigen Punkte, von denen aus einem Ellipsoid Ro— 
tatiomkegel umschrieben werden können, besteht aus dem doppelt gelegten 
Ellipsoide selbst und aus einer Fläche achten Grades, deren Gleichung nach 
der obigen Bezeichnung lautet 

(6.) Fg = £2 £^ - 4£2 E4 + iEl -ISE^ E, £4 - 21 E\ = 0. 

II. 
Soll ein dem Ellipsoid umschriebener Kegel zugleich Rotationskegel 
sein, so muss er den unendlich entfernten imaginären Kreis des Raumes 
berühren, seine Spitze muss sich also auf einer gemeinschaftlichen Tan- 
gentialebene dieses ausgezeichneten Kegelschnittes und des EUipsoides be- 
finden und zwar auf der Verbindungsgeraden der beiden Berührungspunkte. 
Sieht man von dem doppelt gelegten Ellipsoide ab, welches sich auch bei 
dieser Methode einstellt, so liefert demnach die Geometrie als Ort der 
Spitzen umschriebener Rotationskegel die gemeinschaftliche Developpable 
des EUipsoides und des unendlich entfernten imaginären Kreises. Diese ist 
vom achten Grade und mit der Fläche Fg = identisch, so dass wir sofort 
die Eigenschaften der ersteren auf die letztere übertragen können. Die De- 
veloppable gehört dem Gesammtsystem von Flächen zweiten Grades an, 
welches mit dem Ellipsoide confocal ist, die Grössen a^, V, c^ treten also 
nur in den Verbindungen 

(1.) j*'-^' = «^ c'-a^ = /?, a^-6^ = ^ 
1 wobei (t+ß+y = ist. 



*) Vergl. hierüber einen Aufsatz des Verfassers: y,Ueber die Fresnelsche Wellen-^ 
fläch^^ in den VerhandluDgen der Schweiz, naturf. Gesellschaft in Frauenfeldy Jahres- 
bericht 1871, pag. 178. 
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in den Ausdruck fllr Fg ein. Man weiss ferner, dass die Hauptebenen des 
EUipsoides so wie die unendlich entfernte Ebene des Kaumes mit der Deve- 
loppabeln je weilen einen doppelt gelegten Kegelschnitt und vier Gerade ge- 
mein haben ; unter Anwendung dieser Bemerkung ergiebt sich als Gleichung 
des Schnittes von Fg 

/ mit F„ : (a:Vy V«7(a V+/3^y*+/Ä*--2/?yy V-2yaÄ V-2a/9ajy ) =0, 

jmit der YZ-Ebene : (-/?y VyÄ'-/?y)'(y V»V2y V-2ay'+2a»Vo^) = 0, 

^^'^ j „ „ ZX „ :(-yÄVaa:^-ya)\aVa?*+2ÄV-2/3aV2/?a:V/3^)=0, 

da Fg nur gerade Potenzen von x, y, z enthält, so ist es durch diese vier 
Gleichungen vollständig bestimmt, mit Ausnahme des Coefficienten von 
ip^y^a', den man auf directem Wege findet als 

(3.) c,« = 2(/?-y)(y-.a)(a-/9). 

in. 

» 

Als nothwendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung für die 
Realität des Rotationskegels tritt die doppelte Berührung mit dem unendlich 
entfernten imaginären Kreise ein. Die Spitze befindet sich dann auf einem 
der Focalkegelschnitte des EUipsoides, welche bekanntlich Doppelcurven 
von Fg sind. Diese Focalkegelschnitte treten als einzige reelle Theile der 
Developpabeln auf, und es wird sich also die Gleichung der Fläche durch 
reelle Werthe von a?, y^ z nur dann erfüllen lassen, wenn eines der Glei- 
chungspaare 

(1.) <y=0, — y»'4-aa:'— ya = 0; 
( » = 0, -aarH/9y'-ayJ = 0, 
gleichzeitig zutrifft. [Zwei derselben stellen reelle Kegelschnitte dar, während 
ein drittes nur durch imaginäre Werthe der Coordinaten befriedigt wird.] 
Es muss sich demnach Fg als eine Summe eon Quadraten darstellen lassen, 
von denen jedes einzelne verschwindet, wenn irgend eines der drei Glei- 
chungspaare (1.) gilt. Die Grössen, deren Quadratsumme unter den an- 
gegebenen Bedingungen gleich Null sein soll, sind [insofern man von all- 
fälligen Factoren x, y, z absieht] Functionen von höchstens dem zweiten Grade 
in a?^, y% »^ so wie von et, ß, y und lassen sich in verschiedene Formen 
eintheilen. 

Als Grössen von der Form Q bezeichnen wir solche, die keinen der 
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Factoren x, y^ s enthalten. Was diejenigen Grössen anbetriflFt, welche einen 
dieser Factoren enthalten, so erkennt man leicht, dass dieselben immer noch 
mindestens einen zweiten besitzen; wir bezeichnen diejenigen, welche durch 
y«, zx, xy, aber nicht durch x.y.z theilbar sind, mit L. Die übrig- 
bleibenden, durch xyz theilbaren nennen wir M^ wenn sie noch weiter 
X, y, J5 enthalten, und wir nennen sie M\ wenn dies nicht der Fall ist. 

IV. 

Eine Grösse Qy die jedesmal verschwindet, wenn eines der Glei- 
chungspaare ni, (1.) erfüllt ist, hat bis auf einen Zahlenfactor den Werth 

wie man unter Benutzung der Methode findet, welche dazu dient, die Glei- 
chung eines Hyperboloides aus dreien seiner Erzeugenden aufzustellen, die 
der nämlichen Schaar angehören, während man zur Reduction zugleich die 
Relation U, (1.) anwendet Es können also alle ^ in ein einziges zusammen- 
gezogen werden, dessen Zahlencoef&cient dann der positiven Einheit gleich 
wird. 

Die Grössen L erscheinen unter den Formen: 
(2.) AuyÄ|«,;ka?'-/?yVy«'-/?y|, Ä2jkÄaj|aa?V/92iy^-y»'-yaj, i3*a?ff|-aa?'+/9yVy3tÄ^-a/9|, 
die Grössen M unter den Formen: 

(3.) finx^yz, fhk^y^z, t^zk^y^'' 
und endlich die Grössen M' unter der Form: 

(4.) fi'i^xyz. 
Hierbei sind die l Zahlencoefficienten, die «i, /^j, Yh I^d t^i f^^ lineare ho- 
mogene Functionen der a, /3, y; da die fi'^ vom dritten Grade in a, /?, y 
sein müssten, so folgt, dass Quadrate von der Form M' nicht vorkommen 
werden. 

V. 
Um jetzt eine Zerlegung von Fg in eine Summe von Quadraten wirk- 
lich auszuführen, wollen wir die Voraussetzung machen, die sich durch den 
Erfolg rechtfertigen wird, es sei dies möglich, wenn von den drei Formen L 
und den drei Formen M jede nur einmal berücksichtigt werde. Es ist dann 

jFs = Q' + [^iyz{a,x'^ßy'+rz'--ßr)T+(j^rx'yzy 

(1.) +[k^xiax'+ß,y'^rz'-r<^)T+(jhxy'^y 

l + [^a:y (- ax'+ßy'+r,z'-'aß)f+i^^xyzy. 
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Da die Glieder höchsten Grades io der Entwickelong rechter Hand 
mit der linken Seite der ersten der Gleichungen n, (2.) übereinstimmen 
müssen, so findet man zunächst durch Vergleichung der Coefficienten von 
y*«*, z^x\ a?*y* 

und indem man die Glieder mit a;*y'a', x'y^zi^, «'y*** benutzt: 

welche Grieichungen erfüllt werden, wenn man setzt: 

Man Überzeugt sich leicht, dass bei Annahme dieser Werthe die beiden 
Seiten der obigen Gleichung (1.) identisch werden, d. h., dass F» sich als 
die Summe von sieben Quadraten dcnrstellen lässt: 

(2.) Fe = Q'+Ll+Ll+Ll+lbMl+lbMl+ibMl 
wo Q durch IV, (1.) bestimmt ist, während die L und M sich ergeben als 



L, = yi\iß-y)x''-2ßy'+2rz'-2ßr\ 

(3.) {L, = ax\2ax^+(y-a)y''-2rs'-2ya\ 

L, = xy \-2ax^ + 2/3y' + («-/3)ä* - 2ttß\ 



M^ = ax^ys 
M, — yxys\ 



VL 
Eine zweite Zerlegung findet man, indem man jede der Formen L 
zweimal, jede der Formen M einmal zulässt, also annimmt, es sei 

[Fs'Q'+[i>^,yi(a,,x'-ßy'+yi'-ßr)Mi.,^zia,^'-ßy'+yz'-ßr)T+(ßl,^^^^^ 
(1.) I +[^i»x(aa;V/9„y*-ya'-yo)]'+[;^8a;(ax*+/?j2y*-y«*-j'a)]*+Gtfc^j^*a)* 

l +[hiii!y(,-«x^+ßy^+y3i9^-«ß)T+[hiXy(rax^+ßy^+yni'-aß)]\(jii3xy''if. 

Die durch Coefficientenvergleichung sich ergebenden Relationen 

werden am einfachsten erfüllt, wenn die i.^ alle einander gleichgesetzt werden. 
Die Gleichungen zur Bestimmung der «i, /?}, p's, /« sind dann 

2a'+2ß'+2y' = 2(«J,+ «^) + 4«(/3„+/3«)-4«0'n+y,2) + ^J 

= -4(au+«n)/3+2(/?li+/3'a,)+4/90'„+y«) + /^ 

= 4(«a + «M)y-4(/9«+/?„)r+20'lt+y'j2) + i"|. 

7* 
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Sie werden befriedigt fir 

Dm hiermit zugleich die Glci^ng L zs cäff ifaMüht m wird, m trfiebi 
nek folgernde Zerkgmmg im scfe Qmmimle: 

.2.) F, = ^-rUJr;^UJr;-Ujr: 

•2r:.^2ii^2iL-2i4-2i:^-2U. 

wo 9^ M,, M,, JT, die BimHehe BeAesmg kahe» wie ib T. ± . wfhrcBd die 
L gegeben and dirch £e Wer^: 



VIL 

Um das in der Bnleicng fises Anfmng* «■sge!q«>che&e Problem 
fttr eine beliebige ceMnde FISebe zweiKm Cradea 

zu l&sen« isi ^, die negasiT geMtmmene DtxximiBame der in i knbiicben 
Gleichnng 

in eine Summe vvoi QnAdraieB zn zerkge&. 1>aza diaiai die Gleichnngen 
\\ \^^.^ und VL vä-V nmehdem dk^lben wegen L vOl'^ »oeh mir 3 v ^«y^« ) multi- 

plieirt w\wlen $ind. Man bat niadieb nnr in den so nmgeformten Glei- 
chungen jr\ jr\ t^ jrt> tx^ xjr: •% *\ r. «, ß, r **reh ihre Werdie ans 
l« V^"^ >tt er^Mten. nm $^>foit D m at 9m $t m nmJmk Smmme tom tseftea, ra^. 
•Mn OMmiKM^ tu erbatu». Es bleibe nife» mlso nnr zn zeigen, daas diese 
jSubtfilutiiuien keinerlei ImtiiwaUcSten in die ^^ £ nnd M bringen. 
Ktthrt man abkttrwnd ein: 



vi^^ 







(4.) 
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SO findet man: 

0?' _ J,.J, »' _ ^/,.^^| g' _ ^/,.^/, 

und endlich den Multiplicator, der alle Q, L, Jlf zu ganzen homogenen 
Functionen dritten Grades in den Coefficienten a der Gleichung (1.) macht : 

^^'' a*b*c* k* 

Zürich, den 2. Jannar 1876. 
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lieber lineare Systeme und Gewebe von Flächen 

zweiten Grades. 

(Von Herrn Th. Reye in Strassbnrg i./E.) 



1. in meiner letzten Arbeit*) wnrden die Systeme von Flächen 
iiter Ordnung F* und die Gewebe von Flächen n^^ Classe ** definirt und 
nach Stufe und Grad unterschieden; insbesondere wurden die linearen 
F"-Systeme und *"- Gewebe in ihrem Zusammenhange mit der Polaren- 
theorie untersucht. Dabei ergab sich u. A. der wichtige Satz, dass ein 
lineares *"-Gewebe N{n) — p^' Stufe allemal auf einem linearen F*-Systeme 
p— Iter Stufe ruht und durch dasselbe bestimmt ist, indem jede F" des 
Systemes zu jeder *" des Gewebes apolar ist 

Also mit einem linearen F^- Systeme von r Dimensionen ist allemal 
ein lineares *'-Gewebe von 8— r Dimensionen derartig verbunden, dass jede 
*' des Gewebes auf jede F^ des Systemes sich stützt Anderseits können 
die linearen F'-Systeme und *^-Gewebe gleicher Stufe als reciproke Ge- 
bilde aufgefasst, und die projectivischen Eigenschaften der ersteren sofort 
auf die letzteren übertragen werden. Die Theorie dieser Flächenmannig- 
faltigkeiten wird dadurch wesentlich vereinfacht; sie wird noch übersicht- 
licher, wenn wir ihr gewisse Sätze über die singulären Flächen zweiten 
Grades vorausschicken. 

2. Singulare F^ sind die Kegel- Singulare *^ sind die Curven 

flächen zweiter Ordnung oder F^ mit zweiter Classe oder *^ mit einer 
einem Doppelpunkte , die Ebenen- Doppelebene, die Funktenpaare oder 
paare oder F^ mit einer Doppellinie, *' mit einer Doppellinie, und die 
und die zweifachen Ebenen. zweifachen Punkte. 

Ein Ebenenpaar kann auch als singulare Kegelfläche zweiter Ord- 
nung, und eine zweifache Ebene als singuläres Ebenenpaar aufgefasst 
werden. 

Es giebt im Räume dreifach unendlich viele Ebenen und Punkte, 
und folglich sechsfach unendlich viele Ebenenpaare und Punktenpaare. 

*) Seite 1 dieses Bandes. 
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Da eine Kegelfläche zweiter Ordnung einen beliebigen Punkt zum Mittel- 
punkt haben kann und erst durch fünf ihrer Strahlen bestimmt ist, so giebt 
es achtfach unendlich viele Kegelflächen zweiter Ordnung und ebenso viele 
Curven zweiter Classe. Die verschiedenen Arten der singulären F^ und *^ 
bilden also Mannigfaltigkeiten von drei, sechs resp. acht Dimensionen. 

Auch bezüglich des Grades dieser besonderen F^- Systeme und 
*'-Gewebe fehlt es nicht an Hinweisen. Weil z. B. unter denjenigen F', 
welche durch sechs beliebige Punkte gehen, sich zehn Ebenenpaare be- 
flnden, so dürfen wir vermuthen, dass alle Ebenenpaare des Raumes ein 
F^- System sechster Stufe zehnten Grades bilden, d. h. dass jedes lineare 
F'-System dritter Stufe im Allgemeinen zehn Ebenenpaare enthält. Diese 
und ähnliche Vermuthungen flnden wir bestätigt, wenn wir die Bedingungs- 
gleichungen der singulären Flächen zweiter Ordnung oder Classe discutiren. 
Es empfiehlt sich jedoch, vorher einige specielle F^-Systeme zweiten, dritten 
und höheren Grades zu besprechen, auf welche wir bei jener Discussion 
sofort stossen werden. 

§. 1. lieber einige specielle F'-Systeme niedrigen Grades. 
3. Wir bezeichnen mit a^ = a« die zehn homogenen Coordinaten 
einer F^ und mit 0^ = 0« diejenigen einer *% indem wir die Gleichungen 
dieser Flächen schreiben: 

und 

anSi+2a,2Sj2+(hzSi+2an^^§, +-+2034^3^4 +a^f, = 0. 
Femer seien Ai, B^, C„, Dp lineare homogene Functionen der «üb. Im 
Uebrigen wollen wir die Bezeichnungen der oben erwähnten Arbeit bei- 
behalten. 

Die allgemeine homogene Gleichung n^^ Grades zwischen den zehn 
F^-Coordinaten a^j, enthält: 

(fi+l)(n+2)...(n + 9) ^ ^ 

Coefficienten, und das allgemeine F^-System achter Stufe n^^^ Grades hängt 

folglich von v — 1 Parametern ab, z. B. von 54 Parametern, wenn n = 2 ist 

Da nun jede lineare Form A^, J?^, C« der «^ nur zehn Coefficienten zählt, 

so hängt die quadratische Gleichung 

A A 

' ' = oder A.B^-A^B^ = 0, 
B,B2 ' 
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wie leicht zu erkennen, nor von 37 Parametern ab und repräsentirt ein 
specielleB quadratisches F^-System achter Stufe. Dasselbe ist dadurch ausge- 
zeichnet, dass es zwei Reihen von linearen F^-Systemen siebenter Stufe enthält, 
ähnlich wie das einschalige Hyperboloid zwei Schaaren von Geraden. Die 
Gleichungen : 

XAi + fiBi = und lA2+/iB2 = 0j 

in welchen l und fi willkürliche Parameter bezeichnen, repräsentiren die 
eine dieser beiden Reihen, und die Gleichungen: 

^1^1 + ^^2 = und liBi + l2B2 = 

die andere. — Ist -^2 = 5i , so werden die beiden Reihen von F^-Systemen 
siebenter Stufe identisch und letztere haben ein lineares F^-System sechster Stufe 
mit einander gemein; zugleich specialisirt sich das quadratische F^-System 
acliter Stufe auf analoge Art, wie ein Hyperboloid, wenn es in eine Kegel- 
fläche zweiter Ordnung übergeht 

4. Aus den beiden quadratischen Gleichungen: 



A1A2 
B1B2 



= und 



AiAi 
B1B3 



= 



folgt entweder die Doppelgleichung: 

Ai : iji = A2 : Jj2 ^^^ -«3 : ij^ 
oder das Paar von linearen Gleichungen: 

^1 = und Bt = 0. 

« 

Die beiden quadratischen Gleichungen repräsentiren zusammen ein biqua- 
dratisches F^-System siebenter Stufe, welches in ein lineares und ein kubisches 
zerfällt, und: 

Die Doppelgleichung: 

JtLi A.2 ^3 

Bi B2 B^ 

repräsentirt ein kuhisches F'^-System siebenter Stufe. 

Dasselbe ist der kubischen Raumcurve vergleichbar. Es liegt in 
jedem quadratischen F^-System achter Stufe, welches durch die Gleichung: 



^l -^t <^3 

B." B." B. 



oder 



= 



BiB2B^ 

^i ^ A3 



= 
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-/tLi A2 -^3 


= und 


A, A, 


Bi B2 B^ 




B, B, 



^l ^% ^% ^i 

*1 *2 *3 *4 



oder 



= 



dargestellt werden kann, und es ist leicht zu beweisen, dass je zwei dieser 
quadratischen Systeme sich nicht nur in dem kubischen, sondern ausserdem 
in einem linearen F^-Systeme siebenter Stufe durchdringen. 

5. Aus den Gleichungen: 

A A 

= 0, 

welche zusammen (4.) ein F^- System sechster Stufe sechsten Grades dar- 
stellen, folgt die dreifache Gleichung: 

Ai : Mj\ = Ai : ij2 ^^ -^3 : /J3 ^^^^ A^ : Jo^ , 

wenn nicht ^1 = 0, i?i = und zugleich A2Ä3— -^3^2 = ist. Die letzteren 
drei Gleichungen repräsentiren ein quadratisches F^- System sechster Stufe, 
und in dieses und ein biquadratisches zerfUUt demnach das F^-System sechster 
Stufe sechsten Grades. Also : 
Die dreifache Gleichung: 

Ai A2 A^ A^ 

Bi B2 Bi B4 

repräsentirt ein biqvadratisches F^-System sechster Stufe. 

Dasselbe kann durch ein lineares F^-System fünfter Stufe beschrieben 
werden, dessen Gleichungen die Form haben: 

lAi+/LiBi = für 1 = 1,2,3,4. 

Auf dieselbe Art lässt sich der Beweis führen, dass die (r— l)-fache 
Gleichung : 

Ai A2 • • • Af. 

jD| B2 • • • Br 

ein F^-System (10— r)^er Stufe r^^^ Grades repräsentirt. 

6. Die Gleichung: 

repräsentirt ein kubisches F '-System achter Stufe, welches doppelt unendlich 
viele lineare F^ -Systeme sechster Stufe enthält. Die drei linearen Gleichungen: 

kA.+fiB.+vC^O, worin $ = 1, 2, 3, 

repräsentiren ein solches lineares System, wenn den willkürlichen Para- 
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ilj Aj Ar 

Äj J?j Br 



oder 



= 



A, 


A2 A^ 


B, 


B2 B^ 


c. 


C2 C3 



= 
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metem Ä, fi, v bestimmte Werthe ertheilt werden. Man kann diese linearen 
Gleichungen geradezu als Gleichungen des kubischen Systemes auffassen; 
denn dieses wird von dem linearen Systeme sechster Stufe beschrieben, wenn 
X^ fi und V nach und nach alle möglichen Werthe durclUaufen. 

Das kubische F^-System achter Stufe ist der Fläche dritter Ordnung 
vergleichbar. Wie diese doppelt unendlich viele Raumcurven dritter Ord- 
nung enthält, so enthält jenes alle kubischen i^-Systeme siebenter Stufe, welche 
durch die Doppelgleichung: 

B^+ftC^ Bi+iiiCt B^+fiCi 
dargestellt werden können. 

7. Ans den beiden kubischen Gleichungen: 



= 



A, 


^ 


A, 


Bx 


B^ 


B, 


c, 


c. 


c. 



= und 



A, 


A, 


A 


B, 


B, 


B, 


c. 


c. 


c. 



= 



folgt, dass 



entweder 



A, " B, C. ' 



oder 



= 



A\ A2 ^3 A^ 

Bi B2 B3 J?4 
^1 ^2 t^ C| 

ist*). Denn schreiben wir jene Gleichungen in der Form: 

{B^C2)A,+{C,A2)B, + {A,B2)C, = 
und 
{BiC2)A4+{CiA2)B^+iAiB2)C^ = 0, worin (ÄiCj) = ÄiCj-CiÄ^, etc. 

und fügen wir hinzu die identischen Gleichungen: 

{B,C2)A,+ {C,A2)B,+ {^B2)C^ = 
und 

{B,C2)A2+{C^A2)B2+{A,ß2)C2 = 0, 

so ergiebt sich hieraus, wenn die zweizeiligen Determinanten (Äi C,), (Ci A2) 
und {Ai B2) = A1B2— Bi A2 nicht alle drei verschwinden , durch Elimination 
derselben, dass auch -S'+^jfiaC* und ^±A2BiCi Null sein müssen. 

Das F^-System siebenter Stufe neunten Grades, welches durch die 
obigen beiden kubischen Gleichungen dargestellt wird, zerfUllt demnach in 



*) Die letzte dieser Gleichungen bedeutet, dass jede aus drei Verticalreihen ihrer 
linken Seite gebildete Determinante yerschwindet. 
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das durch die Doppelgleichung Ai : A2 = 5, : jBj = Ci : C2 repräsentirte kubische 
System siebenter Stufe (4.) und ein System siebenter Stufe sechsten 
Grades. Also : 

Die Doppelgleichung: 

Ai Al2 A.^ A^ 

Bi B2 B^ i?4 =0 

Oj O2 C3 C4 

repräsentirt ein F^-System siebenter Stufe sechsten Grades. 

Dasselbe enthält alle linearen jF^-Systeme fünfter Stufe, welche durch 
die vier Gleichungen: 

i^,+.a5,+^C, = fllr 1 = 1,2,3,4 

dargestellt werden, und diese vier linearen Gleichungen repräsentiren ge- 
radezu das jF^-System siebenter Stufe sechsten Grades, wenn die Parameter 
l, fiy V beliebig veränderlich sind. 

§. 2. Die Systeme und Gewebe der singulären Flächen zweiten Grades. 
8. Ist ein Punkt p Doppelpunkt einer F^, so sind ihm alle Punkte 
des Raumes conjugirt bezüglich dieser Fläche, und die F^-Coordinaten «^ 
müssen deshalb den vier linearen Bedingungsgleichungen genügen: 

«.1 Pi + «rtP2 + «i3P3 + «,4^4 = für 1=1, 2, 3, 4. 
Daraus folgt ohne Weiteres die erste Hälfte des Doppelsatzes: 

Alle Flächen zweiter Ordnung, Atte Flächen zweiter Classe, die 

die einen gegebenen Punkt p zum eine gegebene Ebene zur Doppelebene 
Doppelpunkt haben, bilden ein lineares haben, bilden ein lineares 4^^-Gewebe 
F^'System fünfter Stufe. fünfter Stufe. 

Die zweite Hälfte ergiebt sich aus der ersten mit Hülfe des Prin- 
cipes der Reciprocität. 

Für alle F^ des Raumes, die einen Doppelpunkt besitzen, ergiebt 
sich durch Elimination der Punktcoordinaten pi, p^, pa? ^4 die bekannte 
Bedingungsgleichung : 

^ = 0, worin J = -2* + a^ «22 «33 «44 
die Discriminante der F'-Gleichung bezeichnet Also: 

AUe Kegelflächen zweiter Ord- Alle Curven zweiter Classe bilden 

nung bilden ein F^- System achter ein 4^'^- Gewebe achter Stufe eierten 
Stufe vierten Grades. Grades. 

8* 
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9. Seien a, b, c die Eckpunkte eines Dreiecks ; dann liegt p in der 
Ebene desselben, wenn 

Pj = Uj+ubj+rCj für j = l, 2, 3, 4 
gesetzt wird und i-, f^, v willkürliche Constanten bezeichnen. Die Glei- 
chungen a,iPi+«öP2+a,3P3+«,4P4 = gehen durch diese Werthe der Doppel- 
punkts-Coordinaten pj über in vier Gleichungen von der Form: 

lA,+^lB,+vC,=^Q für 1=1, 2, 3, 4, 
worin -4 f, Bi und 0^ = ««01+ «002 + «,303+«« ^4 lineare homogene Functionen 
der Flächencoordinaten a^^ bezeichnen. Daraus folgt (7.): 

AUe Flächen zweiter Ordnung^ die Alle Curven zweiter Classe, deren 

in einer gegebenen Ebene einen Doppel- Ebenen durch einen gegebenen Punkt 
punkt haben, bilden ein F^-System sie- gehen, bilden ein 4>^-Gewebe siebenter 
benter Stufe sechsten Grades. Stufe sechsten Grades. 

Liegt der Doppelpunkt p einer F^ mit zwei gegebenen Punkten a 
und 6 in einer Geraden, so wird pj = iaj + ,ubj und die vier Bedingungs- 
gleichungen für die F^-Coordinaten nehmen die Form an: 

l.Ai+u.Bi = für 1 = 1, 2, 3, 4, 
woraus durch Elimination von k und ^ folgt: 

Also (5.): 

Alle Flächen zweiter Ordnung, die Alle Curven zweiter Classe, deren 

in einer gegebenen Gertuten einen Ebenen durch eine gegebene Gerade 
Doppelpunkt haben, bilden ein F^- gehen, bilden ein 4^^^Gewebe sechster 
System sechster Stufe vierten Grades. Stufe vierten Grades. 

10. Eine F* hat zwei Doppelpunkte p und q, zerfällt also in zwei 

Ebenen, die sich in der Poppellinie pq schneiden, wenn die Gleichungen: 
«.1P1+ «rtP2+ «,3^3+ «,4/^4 = und aagi+«„92+««93+«i4 94 = für $ = 1,2,3,4 
erfüllt sind. Aus sieben dieser Gleichungen folgt übrigens die achte; denn 
durch Elimination von />i , pa , p3 , p^ aus den ersten vier Gleichungen ergiebt 
sich, dass die Discriminante -^ = -2'+«,, «22 «33 «44 verschwindet, und dieses 
ist die Bedingung dafür, dass eine der Gleichungen «nji + f^aqi + «0^3+ «.4^4 = 
aus den drei übrigen folgt. Die obigen acht Bedingungsgleichungen für die 
a^ reduciren sich demnach auf sieben; d. h.: 

Alle Ebenenpaare, die eine gegebene Alle Punktenpaare, die auf einer 

Gerade zur DoppeUmie haben, bilden gegebenen Geraden liegen, bilden ein 
ein lineares F'^ -System zweiter Stufe. lineares 4>^-Gewebe zweiter Stufe. 
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11. Die Bedingongsgleichungen dieses linearen F'-Systemes zweiter 
Stufe können, wenn pi von Null verschieden ist, u. A. auf folgende Form 
gebracht werden: 

Lassen wir die letzte dieser acht Gleichungen fort (10.) und eliminiren die 
qj aus den übrigen, so erhalten wir für die Coordinaten «^ derjenigen Ebenen- 
paare, deren Doppellinien durch p gehen, die fünf Gleichungen: 

«12 «13 «14 

«.iPi + «i2P2+«a;^j+«,4P4 = für 1 = 1, 2, 3, 4 und 



«22 «23 «24 = ; d. h. : 

«32 «33 «34 

AUe Punktenpaare , die in einer 
gegebenen Ebene liegen , bilden ein 
*^ - Gewebe vierter Stufe dritten 
Grfides. 



AUe Ebenenpaare, deren Doppel- 
linien durch einen gegebenen Punkt 
gehen, bilden ein F'^ -System vierter 
Stufe dritten Grades. 

An Stelle der letzten Gleichung kann irgend eine andere gesetzt 
werden, welche . ausdrückt, dass eine erste Unterdeterminante der Discrimi- 
nante J verschwindet, und dieses muss geschehen, wenn pi oder p^ Null 
ist, weil alsdann jene letzte Gleichung eine Folge der vier übrigen ist 
Ueberhaupt ergiebt sich hier ohne Weiteres der bekannte umkehrbare Satz : 
Wenn eine Fläche zweiter Ordnung in Ebenen zerfällt, so verschwinden 
alle ersten Minoren ihrer Discriminante J. 

12. Liegt der Punkt p auf einer Geraden ab, so ist pj = i^aj+fibj 
zu setzen; die letzten fünf Gleichungen gehen dadurch über in: 

i («a «1+ «i2 «2+ «.3 «3+ «.4 «4) + iW (0,1 61+ «f2 62+ «,3 ^3+ «t4 64) = für 1=1,2,3,4 

und 

«12 «13 «14 

«22 «23 «24 ^^ ^* 

«32 «33 «34 

Diese fünf Gleichungen repräsentiren ein F'-System fünfter Stufe zwölften 
Grades, weil (5. und 9.) die ersten vier ein i^-System sechster Stufe 
vierten Grades darstellen. Damit eine beliebige Fläche jenes Systemes 
flinfter Stufe in zwei Ebenen zerfalle, ist jedoch erforderlich, dass die fünfte 
Gleichung keine blosse Folge der vier übrigen ist (ll.)- Es darf also 

weder — = — - noch — = — - sein; denn die obige fünfte Gleichung folgt 
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sowohl ans den vier Gleichungen: 

«o(a26i-62Öi) + «o(fl36i-*3Öi) + «.4(ö46i-64ai) = für • = !, 2, 3, 4, 
als auch aus den vier linearen Gleichungen: 

«rt(öi64— 6ia4) + «»2(fl2*4— *2Ö4) + «o(a364 — 63a4) = flir 1=1, 2, 3, 4 

Von dem /^-System fünfter Stufe zwölften Grades sind deshalb zwei lineare 
/^-Systeme ftinfter Stufe auszuscheiden, sodass sich ergiebt: 

Alle Ehenenpcta/rey deren Doppel- Alle Punktenpaare ^ deren Ver^ 

linien eine gegebene Gerade ah schnei- bindungslinien eine gegebene Gerade 



den, bilden ein F^ -System fünfter 
Stufe zehnten Grades. 

13. Die Gleichungen: 



schneiden, bilden ein <ß^^Gewebe 
fünfter Stufe sehnten Grades. 



«11 


«12 


«13 


«14 


«21 


«22 


«23 


«24 


«31 


«32 


«33 


«34 



= und 



«21 «22 «24 
«31 «32 «34 
«41 «42 «44 



= 



repräsentiren (7.) ein F'-System sechster Stufe achtzehnten Grades, welchem 
(11.) alle Ebenenpaare des Raumes angehören. Ihnen geschieht (weil (x,;t= «jb) 
Gentige, wenn entweder 



©21 «22 «23 «24 
«31 «32 «33 «34 



= 0, oder 



«11 «12 «13 «14 
«21 «22 «23 «24 



= 



ist, oder aber wenn alle ersten Minoren der Discriminante J verschwinden. 
Denn wenn die ersten beiden Fälle nicht eintreten, so folgt aus den beiden 
Gleichungen : 



«12 


«13 


«14 




«22 


«23 


«24 




«32 


«33 


«34 





«21 «22 «23 
«31 «32 «33 
«41 «42 «43 



= und 



«21 «22 «24 
«31 Ä32 Cß34 



«41 «42 «44 



= 0, 



von welchen die erstere in der obigen Doppelgleichung enthalten ist, dass 
auch: 



= 



sein muss (vgl. 7.), und aus der Verbindung dieser Doppelgleichung mit der 
obigen folgt ebenso, dass alle ersten Minoren von J verschwinden. 



«21 


«22 


«23 


«24 


«31 


«32 


«33 


«34 


«41 


«42 


«43 


«44 
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Das F^-System sechster Stufe achtzehnten Grades zerfällt also in zwei 
biquadratische, welche durch die beiden dreifachen Gleichungen: 



«11 


_ "tt _ ««» _ «>4 


und 


«II -_ «12 _ «1* __ «14 




mm^ *^«M "-"^ 


■ ^"^^ ■" ■* 


«M 


«32 «33 «34 




«tl «22 «23 «2 4 



dargestellt werden (ö.)^ und ein System zehnten Grades ; und nur das letztere 
wird dargestellt durch das Verschwinden aller ersten Minoren der Discri- 
minante J. Also (vgl. 2.): 

Alle Ebenenpaare des Raumes Alle Punktenpaare des Raumes 

bilden ein F^^System sechster Stufe bilden ein 4^^-Gewebe sechster Stufe 
zehnten Grades. zehnten Grades. 

14. Wenn eine Fläche zweiter Ordnung in zwei Ebenen zerfilUt, 
von welchen die eine durch die Schnittlinie der Coordinatenebenen a?i = 
und 0^2 = geht, so kann ihre Gleichung auf die Form gebracht werden: 

Für ihre Coordinaten a,t erhalten wir dann die Ausdrücke: 

«ii = ^ii^7 «22 = ^/^? 2a,3 = *i/i3, 2a^=:X2!hj 2ai2 = *iA^+^A*i, 

«33 = 0, «44 = 0, 2ai4 = *iiU4, 2024 = ^/^4, 2^34=0, 

woraus sich durch Elimination der sechs willkürlichen Constanten k und fi 
die fünf Gleichungen ergeben: 

«33=0, «34 = 0, «44 = 0, «14 «23 = «i3«24 UUd ai3«14«22— 2«i2 «23«14+«24«23«1I = 0, 

jedoch die letzte nur dann, wenn weder fi^ noch ^4 verschwindet. Diese 
fünf Gleichungen repräsentiren ein F'-System vierter Stufe sechsten Grades, 
welches die beiden linearen Systeme vierter Stufe: 

(«33 = «34 = «44 = «,3 = «23 = 0) und («33 = «34 = «44 = «,4 = «24 = 0) 

enthält; letztere aber sind auszuschliessen, weil in Folge ihrer Gleichungen 
fij resp. ^4 verschwindet. Daraus, und weil die Schnittlinie der Ebenen 
Xi = und a^ = als eine beliebige Gerade des Raumes anzusehen ist, 
schliessen wir: 

Alle EbenenpaarCy von denen eine AUe Punktenpaare, von denen ein 

Ebene durch eine gegebene Gerade Punkt in einer gegebenen Geraden 
geht, bilden ein F^-System vierter liegt , bilden ein 4>'^-Gewebe vierter 
Stufe vierten Grades. Stufe vierten Grades. 

Dieser Satz und ein früherer (11.) sind leicht zu merken, wenn man 
sich erinnert, dass vier beliebige Punkte auf vier Ebenenpaaren liegen, die 
zugleich eine gegebene Gerade enthalten, und auf drei Ebenenpaaren, deren 
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Doppellinien durch einen gegebenen Punkt gehen. Aehnliches gilt von den 
meisten Sätzen dieses Paragraphen. 

15. Für die zweifachen Ebenen und die zweifachen Punkte ergeben 
sich ohne Schwierigkeit die nachstehenden Sätze, deren Beweis weiter unten 
folgen wird, und die wir hier nur übersichtlich zusammenstellen: 

Die zweifachen Ebenen des Rau- Die zweifachen Punkte des Raumes 

mes bilden ein F^-System dritter Stufe bilden ein ^'^-Gewebe dritter Stufe 

achten Grades (26.). Alle durch einen achten Grades. Alle in einer Ebene 

Punkt gehenden zweifachen Ebenen liegenden zweifachen Punkte bilden 

bilden ein F^ ^System zweiter Stufe ein 4>^ -Gewebe zweiter Stufe vierten 

vierten Grades (20.). Alle durch eine Grades. Alle auf einer Geraden lie-- 

Gerade gehenden zweifachen Ebenen genden zweifachen Punkte bilden ein 

bilden ein F^-System erster Stufe *^ - Gewebe erster Stufe zweiten 

zweiten Grades (16.). Grades. 

§ 3. Das lineare F'-System achter Stufe und die Fläche zweiter Classe. 

16. Das lineare F^-System achter Stufe enthält unendlich viele Flächen, 
welche sich auf zweifache Ebenen reduciren; und zwar ist der Ort dieser 
Ebenen eine Fläche zweiter Classe *^, welche auch auf alle übrigen F^ 
des Systemes sich stützt. Aus der Gleichung: 

des F^-Systemes erhält man diejenige dieser *% wenn man fllr die zehn 
F^-Coordinaten «i* die Werthe SiS^ einsetzt; die Coefficienten Cn, jener Glei- 
chung sind demnach die homogenen Coordinaten dieser *^, und das F^- 
System ist durch die *^ völlig bestimmt. 

Die F^-Coordinaten a^^ repräsentiren ein Ebenenpaar (^, i?), wenn 
2an^ = Sirij,+SkVi ist? ^^ » ^^ö & = 1, 2, 3, 4. Setzt man diese Werthe in 
die obige Bedingungsgleichung ein, so erkennt man sofort, dass die Ebenen 
S und Tj einander in Bezug auf *^ conjugirt sind; und umgekehrt: 

Je zwei conjugirte Ebenen von ^^ bilden ein Ebenenpaar des linearen 
F'^-Systemes achter Stufe. 

Dieser Satz kann als Specialfall des folgenden, an anderer Stelle *) 
bewiesenen aufgefasst werden: 

Alle Flächen zweiter Ordnung ^ welche den Poltetraedem der ^^ um^ 

_ • 

*) Dieses Journal Bd. 78, S. 345. 
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schrieben werden können, gehören zu dem linearen F^ -Systeme achter Stufe^ 
auf welches ^^ sich stützt. 

17. Die Theorie des linearen F'-Systemea achter Stufe ist demnach 
identisch mit der erweiterten Polarentheorie der Fläche zweiter Classe *', 
und wir können uns hier darauf beschränken, einige weiterhin benutzte Sätze 
aufzustellen. Die sonst recht umständlichen Beweise dieser Sätze verein- 
fachen sich sehr, wenn man beachtet, dass einem linearen F^-Systeme alle 
F'-Büschel, F^-Bündel, F'-Gebtische u. s. w. angehören, die durch 2, 3, 4, ... 
seiner Flächen bestimmt werden. 

Wenn von den drei Paar Gegenflächen eines Vierkants irgend zwei 
aus conjugirten Ebenen einer *^ bestehen, so gilt Dasselbe von dem dritten 
Paare; denn jede dem Vierkant umschriebene F^ stützt die *^, weil sie dem 
durch die zwei Paar conjugirten Ebenen bestimmten F^-Büschel angehört 

Wenn aus einer Geraden g drei Eckpunkte eines Tetraeders durch 
Ebenen projicirt werden, welche den resp. gegenüberliegenden Tetraeder- 
flächen bezüglich einer *^ conjugirt sind, so gilt Dasselbe von dem vierten 
Eckpunkte; denn überhaupt stützt • sich *^ auf jede F\ welche durch g und 
die vier Eckpunkte des Tetraeders geht Die Gerade g nennen wir con- 
jugirt zu dem Tetraeder in Bezug auf 4>\ 

Wenn bezüglich einer *' vier von den sechs Ebenen, durch welche 
die Kanten eines Tetraeders AB CD aus einem Punkte E projicirt werden, 
denjenigen Ebenen conjugirt sind, welche ihre resp. Gegenkanten mit einem 
Punkte F verbinden, so gilt Dasselbe von den übrigen beiden Ebenen*). 
Denn jede dem Sechseck ABCDEF umschriebene F^ stützt die *% weil 
sie dem F^-Gebüsch angehört, welches durch die ersten vier Paare conju- 
girter Ebenen bestimmt ist Wir nennen das Sechseck ein Polsechseck der 
*^, weil von seinen zwanzig Flächen jede den Pol der gegenüberliegenden 
Fläche enthält 

Wenn von einem einfachen räumlichen Fünfeck drei auf einander 
folgende Kanten ihren resp. Gegenflächen bezüglich einer *^ conjugirt sind, 
so enthält jede Kante und jede Diagonale desselben den Pol der ihr gegen- 
überliegenden Fläche resp. Diagonal-Ebene, und das Fünfeck ist ein Pol- 

*) In meiner Arbeit über Polfanfecke und Polsecbsecke räumlicher Polarsysteme 
(dieses Journal Bd. 77 S. 282) stellte ich in einem Falle eine Ausnahme von diesem 
Satze als möglich hin. Der obige Beweis lehrt, dass diese Ausnahme niemals wirklich 
eintritt; die zur Construction von F a. a. 0. benutzte Kegelfläche II. 0. schneidet alsa 
nicht, sondern berührt in F die Gerade /. 

Journal filr Matliematik Bd. LXXXII. Heft 1. 9 
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fünfeck der 4>\ Denn jede dnrch die fünf Eckpunkte gehende F^ stützt 
die *' (vgl. die Beweise der vorhergehenden Sätze). 

18. Zwei beliebigen Poltetraedem einer *^ können doppelt unend- 
lich viele Flächen zweiter Ordnung umschrieben werden, oder ihre acht 
Eckpunkte bilden die Klnotenpunkte eines /^-Bündels {Hesse). Alle F^ näm- 
lich, welche einem Poltetraeder von *' umschrieben sind, bilden ein lineares 
F'- System fünfter Stufe, und da alle derartig bestimmten i^-Systeme dem 
linearen Systeme achter Stufe angehören, auf welchem die *^ ruht, so haben 
sie paarweise ein lineares F^-System zweiter Stufe, d. h. einen F-Bündel, 
mit einander gemein. 

Einem Poltetraeder und einem beliebigen Polfünfeck von *^ kann 
eine Raumcurve vierter Ordnung erster Species C% und zwei beliebigen 
Polfünfecken oder einem Poltetraeder und einem Polsechseck kann im All- 
gemeinen eine Fläche zweiter Ordnung umschrieben werden. Der Beweis 
ist dem soeben geführten ganz analog. 

Wenn drei linear unabhängige und folglich (17.) alle Flächen 11. Ord- 
nung, die durch eine gegebene Raumcurve dritter Ordnung k^ gehen, eine 
*^ stützen, so können der I^ unendlich viele Polsechsecke, Polfünfecke und 
Poltetraeder von *^ eingeschrieben werden. Nämlich jene drei Flächen 
bestimmen mit einer beliebigen zu *^ apolaren, aber nicht durch k^ gehenden 
F^ ein F^-Gebüsch, dessen sämmtliche Flächen durch die sechs Schnitt- 
punkte von 1^ und dieser F* gehen und die *' stützen; die sechs Schnitt- 
punkte bilden folglich ein der &* eingeschriebenes Polsechseck von *^ (17.)- 
Zwei in Bezug auf *' conjugirte Ebenen z. B. schneiden die &* in den sechs 
Punkten eines solchen Polsechsecks; woraus leicht sich ergiebt, dass fünf 
von den Eckpunkten desselben willkürlich auf ^ angenommen werden dürfen. 
Zwei beliebige Punkte A, B von 1^ bilden mit je drei andern Curven- 
punkten C, D, E, deren Verbindungsebene der Geraden Aß conjugirt ist 
in Bezug auf *', ein Polfünfeck von *' ; denn die Punkte A, B, C, D, E 
bilden mit jedem sechsten Punkte von 1^ ein Polsechseck von *^, oder mit 
anderen Worten, alle durch sie gehenden Flächen zweiter Ordnung sind 
apolar zu *^ Ebenso beweist man, dass ein beliebiger Punkt A von k^ 
mit den drei Punkten, in welchen &* von der Polarebene des Punktes A 
bezüglich der *' geschnitten wird, ein Poltetraeder von *^ bildet. — Aus 
dem Allen ergiebt sich: 

Wenn eine Raumcurve dritter Ordnung irgend einem Poltetraeder ^ Pol- 
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fünfeck oder Polsechseck einer 0*^ umschrieben ist, so können ihr unendlich 
viele solche Pol-n-ecke von *^ eingeschrieben werden. Die Raumcurve mag 
deshalb eine „kubische Polcurve von *^^ genannt werden. 

Solcher Polcurven von *' giebt es siebenfach unendlich viele; durch 
jeden Punkt gehen fUnfSach unendlich viele derselben, jedem Poltetraeder 
von *' sind doppelt unendlich viele, einem beliebigen Tetraeder des Raumes 
sind einfach unendlich viele derselben umschrieben*). Ist *^ insbesondere 
eine Curve zweiter Classe, so geht jede ihrer kubischen Polcurven durch 
die Eckpunkte eines ihrer Poldreiecke, und es giebt in diesem Falle neun- 
fach unendlich viele solche Polcurven. 

19* Das lineare F^-System achter Stufe ist ein specielles, wenn die 
*% welche auf ihm ruht, eine singulare *^ ist, d. h. eine Curve zweiter 
Classe oder ein Punktenpaar oder ein zweifacher Punkt Also alle Flächen 
zweiter Ordnung, welche den Poldreiecken einer Curve zweiter Classe um- 
schrieben werden können, oder in Bezug auf welche zwei gegebene Punkte 
einander conjugirt sind, oder aber welche durch einen gegebenen Punkt 
gehen, bilden ein specielles lineares F^-System achter Stufe. In Bezug auf 
die singulare ^^ ist einer sie enthaltenden Ebene jede beliebige Ebene des 
Raumes conjugirt; jene Ebene stützt die 0^, und jeder Punkt des Raumes 
kann als ihr Pol bezüglich der *^ betrachtet werden. Ist *^ ein Punkten- 
paar ^^', so gehen alle Flächen des F^-Systemes achter Stufe, welche einen 
Punkt P der Geraden AÄ enthalten, zugleich durch denjenigen Punkt von 
AÄ^ welcher durch A und A' harmonisch von P getrennt ist; und alle 
durch A gehenden Flächen des Systemes werden von AA' ia A berührt, 
falls sie nicht A zum Doppelpunkt haben. 

§ 4. Das lineare F*-Sy8tem siebenter Stufe und die 0*-Schaar. 
20. Das lineare F^-System siebenter Stufe stützt eine *'-Schaar (1.) 
und ist durch zwei beliebige Flächen derselben bestimmt (vgl. 16.). Seine 
zweifachen Ebenen sind identisch mit den gemeinschaftlichen Berührungs- 
Ebenen der Schaar (16.), und durch einen beliebigen Punkt des Raumes 
gehen demnach im Allgemeinen vier derselben. Jede Ebene a gehört un- 
endlich vielen Ebenenpaaren des Systemes an; die anderen Ebenen dieser 
Paare schneiden sich im Allgemeinen in einer Geraden, welche zu a con- 
jugirt ist bezüglich aller *^ der Schaar. Allen Ebenen des Raumes sind 

*) Vgl. dieses Journal, Bd. 77, S. 283. 

9* 
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"bezüglich der **-Schaar bekanntlich*) die Geraden eines tetraedralen 
Strahlencomplexes zweiten Grades conjngirL 

21. Eine beliebige Gerade ist im Allgemeinen von einem Ebenen- 
paare des F'-Systemes siebenter Stufe die Doppellinie (10.); die Ebenen 
dieses Paares sind einander conjugirt bezüglich aller Flächen der ^'-Schaar. 
Jede von den oo' Geraden, in welchen die zweifachen Ebenen des Systeme» 
sich paarweise schneiden, ist Doppellinie von unendlich vielen Ebenenpaaren 
des Systemes; die Ebenen dieser Paare sind durch die zugehörigen beiden 
zweifachen Ebenen harmonisch getrennt Durch jeden Punkt gehen (20.) 
vier von den zweifachen Ebenen, also sechs Schnittlinien derselben. Jede 
Gerade, welche auf einer Fläche der *'-Schaar enthalten ist, ist Schnitt- 
linie von zwei gemeinschaftlichen Berührungsebenen der Schaar, weil jede 
der beiden Berührungsebenen, welche durch sie an eine andere *' der Schaar 
gelegt werden können, auch alle übrigen *' tangirt Da femer eine be- 
liebige Ebene von einer *^ der Schaar berührt wird und im Allgemeinen 
zwei Gerade derselben enthält, so ergiebt sich: 

Die Geraden der ^'^-Schaar sind identisch mit den Schnittlinien aller 
zweifachen Ebenen des linearen F^-Systemes siebenter Stufe; sie bilden ein 
Strahlensystem sechster Ordnung zweiter Classe. 

22. Die *'-Schaar enthält im Allgemeinen vier Curven zweiter Classe 
(8.), und das lineare F^-System siebenter Stufe besteht aus allen F', welche 
ausser einer dieser vier Curven noch irgend eine andere *' der Schaar 
stützen. Der CJurvenebene sind deshalb hinsichtlich der *^-Schaar alle 
Ebenen conjugirt, welche durch ihren Pol bezüglich irgend einer *^ der 
Schaar gehen (vgl. 19.) ; und zwar liegt dieser Pol in den Ebenen der drei 
übrigen Curven, weil auch diese Ebenen zu der ersteren conjugirt sind. Mit 
anderen Worten: 

Die Ebenen der vier singulären ^^ bilden ein gemeinschaftliches Polte^ 
traeder aUer ^^ der SchcMr. Im linearen F'^-System siebenter Stufe giebt es im 
Allgemeinen vier Ebenen^ eon welchen jede mit allen Ebenen^ welche durch 
den Schnittpunkt der drei übrigen gehen^ Ebenenpaare des Systemes bildet. 

In jeder dieser vier Ebenen liegen unendlich viele Schnittlinien von 
zweifachen Ebenen des F'-Systemes; dieselben tangiren die in der Ebene 
liegende singulare *' der Schaar (21.). 



*) Vgl. meine Geometrie der Lage, II. Abth. 
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23. Durch fünf beliebige Punkte geht ein F'-Bündel des linearen 
F'-Systemes siebenter Stufe ; eine beliebige Gerade g kann folglich mit zwei 
Punkten A, B durch doppelt unendlich viele Flächen des Systemes ver- 
bunden werden, und zwar schneiden sich dieselben in noch zwei Punkten 
C und D. Durch die vier Punkte A, B, C, D aber geht ein F'-Gebttsch 
des Systemes; sind E und F die Schnittpunkte von g mit einer beliebigen 
F^ desselben, so besteht das Gebttsch, da es durch diese F^ und irgend 
drei durch g, A und B gehende F^ bestimmt ist, aus allen dem Sechseck 
A, B, C, D, E, F umschriebenen Flächen zweiter Ordnung. Dieses Sechs- 
eck ist folglich ein gemeinschaftliches Polsechseck aller Flächen der *^- 
Schaar (17.), und die ihm umschriebene Raumcurve dritter Ordnung ist ge- 
meinschaftliche Polcurve aller dieser *^. Also: 

Ein Pobechseck der ^^^-Schaar ist im Allgemeinen eöUig bestimmt, 

wenn zwei Eckpunkte A, B und eine zu AB windschiefe Kante g desselben 
beliebig angenommen werden. 

Durch zwei beliebige Punkte A, B gehen unendlich viele kubische Pol^ 
curten der i'^'^Schaar ; eine beliebige Gerade g bestimmt als Sehne im AUge-- 
meinen eine derselben. 

Alle durch eine dieser Polcurven gehenden F' gehören zu dem li- 
nearen F'-Systeme siebenter Stufe, und jede andere F^ des Systemes schneidet 
die Polcurve in den sechs Punkten eines Polseehsecks der *^-Schaar; denn 
diese F^ bestimmt mit irgend drei durch die Polcurve gehenden F* ein dem 
Systeme angehörendes F^-Gebttsch, dessen Flächen sämmtlich dem Sechseck 
umschrieben sind (vgl. 18.). Einer kubischen Polcurve der *'-Schaar können 
demnach unendlich viele Polsechsecke der Schaar eingeschrieben werden, 
auch wenn drei Eckpunkte A, B, C derselben willkürlich auf der Polcurve 
angenommen werden; die Ebenen der jedesmaligen anderen drei Eckpunkte 
schneiden sich in der zur Ebene ABC conjugirten Geraden. 

Durch drei beliebige Punkte A, By C des Raumes geht allemal eine, 
und im Allgemeinen nur eine kubische Polcurve der 4^^'^ -Schaar. 

Man denke sich nämlich die Schaar durch zwei ihrer Flächen ** 
und *1 gegeben, und durch die Pole der Ebene ABC bezüglich derselben 
eine Ebene a gelegt Dann giebt es in a unendlich viele Dreiecke, welche 
mit -4, B und C zusammen Polsechsecke von *^ bilden, und zwar sind 
dieselben beliebige Poldreiecke eines in a liegenden, durch A, B, C und 
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*^ bestimmten Polarsystemes *). Durch A, B, C und die Flächen *' und 
4>] werden also in der Ebene a zwei verschiedene Polarsysteme bestimmt, 
welche im Allgemeinen ein gemeinschaftliches Poldreieck besitzen; dasselbe 
bildet mit Ay B, C ein Polsechseck der *^-Schaar. Umschreibt man diesem 
Polsechseck eine (allemal reelle) Raumcurve dritter Ordnung, so hat man 
die durch Aj B^ C gehende kubische Polcurve der *^-Schaar. 

24. Die Kanten aller Polflinfecke der *'-Schaar gehören dem vor- 
hin (20.) erwähnten tetraedralen Strahlencomplexe zweiten Grades an, denn 
sie sind den ihnen gegenüberliegenden Fünfecksflächen conjugirt bezüglich 
der *^-Schaar. 

Einer kubischen Polcurte der 4>'^^Schaar können unendlich viele Pol^ 
fünf ecke derSchaar eingeschrieben werden; jeder Punkt P der Curve ist Eck-- 
punkt ton im Allgemeinen einem derselben. 

Nämlich auf dem Complexkegel , welcher P zum Mittelpunkte hat, 
liegen im Allgemeinen vier andere Punkte Q der Polcurve, und diejenige 
Ebene, welche zu einem der vier Complexstrahlen PQ conjugirt ist bezüg- 
lich der *'-Schaar, schneidet die Polcurve in drei Punkten, welche mit den 
beiden Curvenpunkten P, Q des Complexstrahles zusammen ein Poltetraeder 
der *^-Schaar bilden (18.) und deshalb mit den übrigen drei Q identisch 
sein müssen. 

Durch die zehn Eckpunkte i)on zwei Polfünfecken der 4>^-Schaar kann 
eine Raumcurve C^' vierter Ordnung gelegt werden. 

Denn alle einem Polfünfeck umschriebenen F^ bilden ein lineares 
jF^-System vierter Stufe, und zwei solche Systeme vierter Stufe müssen einen 
F^-Büschel mit einander gemein haben, weil beide dem Systeme siebenter 
Stufe angehören. Ganz ähnlich wird der Satz bewiesen: 

Die Eckpunkte eines Polfünfecks können mit denjenigen des Poltetraeders 
der ^P'^^Schaar durch eine Raumcurve dritter Ordnung und mit denjenigen eines 
Polsechsecks der Schcuir durch eine Fläche zweiter Ordnung verbunden werden. 

In der Raumcurve dritter Ordnung schneiden sich u. A. die Kegel- 
flächen des tetraedralen Complexes, welche die Eckpunkte des Polfünfecks 
zu Mittelpunkten haben. Je zwei Punkte dieser kubischen Polcurve sind 
Eckpunkte eines der Curve eingeschriebenen Polfünfecks der *^-Schaar. 

Jede kubische Polcurve der ^'^Schaar enthält vier Poldreiecke der 
vier Singular en Flächen der Schaar (18.). 

*) Dieses Journal Bd. 77 S. 281. 
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Wenn umgekehrt eine Raumeurve dritter Ordnung von irgend zwei 
dieser singnlären *' je ein Poldreieck (d. h. Tripel conjngirter Punkte) 
enthält, so ist sie eine kubische Polcurve der *^-Schaar. 

25. Das lineare F'-System siebenter Stufe ist ein specielles und das 
gemeinschaftliche Poltetraeder der *'-Schaar artet aus, wenn die Flächen 
der Schaar sich in einzelnen oder in unendlich vielen Punkten berühren, 
oder wenn eine oder einzelne derselben in Punktenpaare zerfallen oder sich 
auf zweifache Punkte reduciren. Z. B. alle F\ welche durch zwei gegebene 
Punkte gehen, oder eine gegebene Gerade in einem ihrer Punkte berühren, 
oder von welchen zwei Paare conjngirter Punkte gegeben sind, bilden ein 
specielles lineares F'-System siebenter Stufe. Es würde zu weit flihren, 
wenn wir alle möglichen Specialfälle aufzählen wollten. 

§ 5. Das lineare F'-System sechster Stufe und die 4>*-Schaarscbaar *). 

26. Das lineare /^-System sechster Stufe stützt eine *'-Schaarschaar 
und ist durch diese bestimmt Seine zweifachen Ebenen sind gemeinschaft- 
liche Berührungsebenen aller Flächen der Schaarschaar (16.) ; es giebt ihrer 
folglich im Allgemeinen acht, von welchen jede durch die sieben übrigen 
bestimmt ist — Durch sechs beliebige Punkte geht im Allgemeinen eine 
F^ des Systemes; dieselbe zerfällt in zwei Ebenen («,/?), wenn die sechs 
Punkte in einer Ebene a liegen. Also: 

Eine beliebige Ebene a gehört im Allgemeinen einem Ebenenpaare des 
linearen F^^Systemes sechster Stufe an; ihre Pole bezüglich aller Flächen der 
zugehörigen ^P'^^Schaarschaar liegen in der zweiten Ebene dieses Paares. 

Eine Ausnahme machen diejenigen Ebenen, in welchen die singnlären 
Flächen der Schaarschaar liegen, und von denen (9.) im Allgemeinen sechs 
durch jeden Punkt gehen; denkt man sich nämlich die Schaarschaar be- 
stimmt durch drei ihrer *^, von denen eine singulär, d. h. eine Curve zweiter 
Classe ist, so leuchtet ein (19, 20.), dass die Curvenebene allen Ebenen 
einer Geraden conjugirt ist, auf welcher ihre Pole bezüglich der sämmt- 
liehen *^ liegen. Also: 

Die Ebenen cUler singnlären Flächen der ^^Schaarschaar bilden einen 
Ebenenbüschel F^ sechster Ordnung; jede von ihnen ist bezüglich der Schaar- 
schaar einer Geraden conjugirt, mit deren Ebenen sie unendlich viele Ebenen- 
paare des linearen F^-Systemes sechster Stufe bildet. 

*) Man vergl. Herrn Sturms „Untersuchungen über das Flächennetz zweiter Ord- 
nung^ (oder den F'-BUndel) in diesem Journal Bd. 70. 
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Zu r^ gehören die vier Ebenen des gemeinschaftlicben Poltetraeders 
von je zwei Flächen der Schaarschaar. 

27. Dreht sich um die Gerade g, welche einer beliebigen Ebene a 
des Büschels -T® conjugirt ist, eine Ebene aj, so beschreiben deren Pole 
in Bezug auf irgend drei Flächen der Schaarschaar drei in a liegende 
projectivische Punktreihen. Im Allgemeinen kommt deshalb die Ebene a^ 
dreimal in solche Lage, dass ihre Pole in einer Geraden liegen*); d. h. es 
gehen durch g im Allgemeinen drei Ebenen von jP, und deren conjugirte 
Gerade liegen in a. Wir wollen g eine Doppelaxe von I^ nennen, und 
erhalten den Satz: 

Bezüglich der 4>^-Schaarschaar ist jeder Ebene a des Büschels I^ eine 
Doppelaxe g desselben conjugirt. Durch jede Doppelaxe g gehen im Allge^ 
meinen drei Ebenen a^ eon F^y und in jeder Ebene a des Büschels T^ liegen 
im Allgemeinen drei Doppelaxen g^ desselben. 

Die 4>^-Schaarschaar ist u. A. durch die drei singulären 4^^ bestimmt, 
deren Ebenen aj durch eine beliebige Doppelaxe g gehen. Die Pole von 
g bezüglich dieser drei Curven zweiter Classe bilden demnach dasjenige 
Dreieck, dessen Seiten die den drei «i conjugirten Doppelaxen gi sind; und 
zwar liegt jeder Eckpunkt des Dreiecks auf der Ebene «i, welche der ihm 
gegenüberliegenden Seite conjugirt ist. 

28. Wenn von zwei Ebenen, die bezüglich der ^'-Schaarschaar ein- 
ander conjugirt sind, die eine um einen beliebigen Punkt P sich dreht, so 
umhüllt die andere eine *^; denn die Pole aller Ebenen von P in Bezug 
auf drei Flächen der Schaarschaar sind homologe Punkte von drei collinearen 
Ebenen, und letztere erzeugen die *\ Da nun jeder Ebene, welche P mit 
einer Doppelaxe von r^ verbindet, eine Ebene von JT^ conjugirt ist, so er- 
giebt sich: 

Die Ebenen des Büschels I^ berühren jede Fläche dritter Classe, deren 
Tangentialebenen den Ebenen eines Punktes P conjugirt sind. 

Zwei solche *^ haben ausser F^ noch einen Ebenenbüschel dritter 
Ordnung r^ mit einander gemein; denn wenn von den zwei conjugirten 
Ebenen die eine sich um zwei Punkte, d. h. um eine Gerade / dreht, so 
beschreibt die andere, da sie die Pole der ersteren verbindet, im Allgemeinen 
einen Ebenenbüschel dritter Ordnung F^. 



*) V. Staudty Beiträge zur Geometrie der Lage, S. 7. 
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Mit einer beliebigen jener *^ hat nun F^ neun Ebenen gemein; eine 
derselben ist der Verbindungsebene des zugehörigen Punktes P und der 
Geraden / conjugirt, jede der übrigen acht dagegen ist einer Ebene von P 
und einer anderen Ebene von / und folglich der Schnittlinie g von zwei 
Ebenen conjugirt bezüglich der Schaarschaar. Daraus folgt: 

Eine beliebige Gerade l schneidet im Allgemeinen acht Doppelaxen des 
Ebenenbüschels F^; die Doppelaxen eon F^ liegen demnach auf einer Fläche 
achter Ordnung ^ welche zugleich den gemeinschaftlichen Poltetraedem eon je 
zwei Flächen der Schaarschaar umschrieben ist. 

Diese geradlinige F^ wird von jeder Ebene des Büschels F^ dreifach 
berührt; sie schneidet sich selbst in einer Raumcurve, welche mit jeder 
Doppelaxe sechs und mit jeder Ebene von F^ achtzehn Punkte gemein hat (27.). 

29. Eine *^ der Schaarschaar ist im Allgemeinen bestimmt, wenn 
zwei ihrer Berührungsebenen willkürlich angenommen werden. Bilden nun 
diese beiden Ebenen irgend ein Ebenenpaar des linearen F^-Systemes sechster 
Stufe, so sind sie einander auch hinsichtlich jener *^ conjugirt, und ihre 
Pole bezüglich der *^ liegen folglich auf ihrer Schnittlinie, sodass letztere 
mit ihrer eigenen Polare zusammenfällt. Mit anderen Worten: 

Die Doppellinien aller Ebenenpaare des linearen F^-Systemes sechster 
Stufe liegen auf den Flächen der zugehörigen ^^ Schaarschaar. 

Wenn umgekehrt eine Gerade auf einer dieser Flächen liegt, so 
gehen durch sie zwei Ebenen, welche einander in Bezug auf noch zwei 
beliebige *^ der Schaarschaar conjugirt sind (21.) und folglich ein Ebenen- 
paar des F^-Systemes bilden. 

30. Das lineare F^-System sechster Stufe enthält unendlich viele 
Ebenenpaare, deren Doppellinien durch einen gegebenen Punkt P gehen. 
Alle diese Ebenenpaare umhüllen eine Kegelfläche dritter Classe (28.) und 
ihre Doppellinien liegen auf einer Kegelfläche dritter Ordnung; und zwar 
ist letztere die Tripel- oder Kemfläche der doppelt unendlich vielen (8.) 
Flächen des Systemes, welche P zum Doppelpunkte haben. Daraus folgt: 

Die Geraden edler Flächen der Schaarschaar bilden einen Strahlen^- 
cömplex dritten Grades. 

Zu diesem Complexe gehören alle Strahlen der acht zweifachen Ebenen 
des F^-Systemes ; die 28 Schnittlinien dieser acht Ebenen sind Doppelstrahlen 
des Complexes. Auch die Tangenten jeder singulären Fläche der Schaar- 
schaar sind Complexstrahlen ; die Doppelebene dieser Fläche enthält ausser- 

Joarnal fdr Mathematik Bd. LXXXU. Heft 1. 10 
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dem einen zum Complexe gehörigen Strahlenbtischel erster Ordnung, dessen 
Mittelpunkt auf der ihr conjugirten Doppelaxe von F^ liegt 

Man erhält alle in einer beliebigen Ebene liegenden Complexstrahlen, 
wenn man von allen die. Ebene berührenden Flächen der Schaarschaar die 
übrigen gemeinschaftlichen BerUhrungsebenen construirt und mit der ge- 
gebenen zum Durchschnitt bringt (vgl. 21.). Auch aus dieser Construction 
ergiebt sich, dass der Strahlencomplex vom dritten Grade ist; denn durch 
jeden Punkt der Ebene gehen im Allgemeinen drei jener Schnittlinien. 

31. Bilden die Punkte A^ B^ C ein Poldreieck von irgend einer sin- 
gulären *^ der Schaarschaar, so geht durch dieselben eine Raumcurve 
dritter Ordnung, welche zugleich von zwei beliebigen anderen (23.) und 
folglich von allen Flächen der Schaarschaar eine Polcurve ist Also: 

Es giebt dreifach unendlich viele kubische Polcurven der ^'^Schaar-^ 
schaar; jede von ihnen schneidet die Ebenen der singulären ^^ in Poldreiecken 
dieser Curven zweiter Clctsse (18.). 

Da eine beliebige dieser Polcurven von jedem Ebenenpaar des linearen 
F^-Systemes sechster Stufe in einem Polsechseck der Schaarschaar ge- 
schnitten wird, und drei Eckpunkte eines solchen Sechsecks beliebig auf 
der Polcurve angenommen werden können, so ergiebt sich femer: 

Es giebt sechsfach unendlich viele Polsechsecke der ^'^Schaarschaar; 
dieselben sind den kubischen Polcurven eingeschrieben. 

Wird irgend eine der kubischen Polcurven von einer Doppelaxe des 
Büschels r*^ in zwei Punkten P, Q geschnitten, so kann ihr ein Polflinfeck 
der ^'-Schaarschaar eingeschrieben werden, von welchem P und Q zwei 
Eckpunkte sind; diejenige Ebene nämlich, welche der Doppelaxe conjugirt 
ist bezüglich der Schaarschaar, schneidet die Polcurve in den übrigen drei 
Eckpunkten (18.). Die zehn Flächen des Polfünfecks sind Ebenen, und 
die zehn Kanten sind Doppelaxen des Büschels /'^; die fünf Eckpunkte 
sind folglich vierfache Punkte des geometrischen Ortes F^ aller Doppelaxen. 

32. Wenn die 4^^ Schaarschaar ein Pol fünf eck besitzt, so ist jede 
Doppelaxe von F^ Kante eines Polfünfecks der Schaarschaar. 

Denn jenem ersten Polfünfeck kann eine Raumcurve dritter Ordnung 
umschrieben werden, welche eine beliebige Doppelaxe von F^ zweimal 
schneidet; und da diese Curve eine kubische Polcurve der Schaarschaar 
ist, so ist der Satz bewiesen (31.). Es lässt sich zeigen, dass diese Pol- 
curve allen PolfUnfecken der Schaarschaar umschrieben ist, dass sie also 
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alle Doppelaxen von F^ zweimal schneidet und eine vierfache Linie des 
Ortes F^ dieser Doppelaxen ist. 

Im Allgemeinen nun ist keineswegs jede Doppelaxe von I^ die 
Kante eines PolfUnfecks der Schaarschaar; denn ist ABCD das gemein- 
schaftliche Poltetraeder von irgend zwei Flächen der Schaarschaar und sind 

seine Kanten AB und CD einander conjugirt bezüglich irgend einer dritten 

Fläche derselben, so sind AB und CD Doppelaxen von F^; aber nur, wenn 

auch BC und DA einander conjugirt sind bezüglich der dritten *^, sind AB 

und CD Kauten eines PolfUnfecks der Schaarschaar. Daraus folgt: 

Drei beliebige Flächen zweiter Classe haben im Allgemeinen kein Pol- 
fünfeck mit einander gemein, 

33. Es scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, und wurde auch 
von mir übersehen*), dass hiemach die ersten Polaren aller durch einen 
Punkt S gehenden Ebenen bezüglich einer *^ eine specielle ^^-Schaarschaar 
bilden. Denn es giebt**) unendlich viele Fünfecke, welche mit S zu- 
sammen Polsechsecke der *^ bilden, also Polftlnfecke aller jener ersten 
Polaren sind; und die Doppelaxen des zugehörigen Ebenenbüschels sechster 
Ordnung F^ schneiden sich nicht, wie im allgemeinen Falle, paarweise in 
den Punkten einer Kaumcurve achtzehnter Ordnung (28.), sondern zu vieren 
auf einer durch S gehenden Eaumcurve dritter Ordnung. 

Die *^-Schaarschaar ist u. A. dann eine specielle, wenn einzelne 
ihrer Flächen sich auf Punktenpaare oder auf zweifache Punkte reduciren, 
wenn ihre Flächen von allen Ebenen eines Ebenenbüschels erster, zweiter 
oder dritter Ordnung berührt werden, oder wenn sie sich in einzelnen Punkten 
gegenseitig berühren. Demnach bilden z. B. alle F^, welche durch drei 
gegebene Punkte gehen oder eine Ebene in einem gegebenen Punkte be- 
rühren, oder von welchen drei Paare conjugirter Punkte willkürlich ange- 
nommen sind, ein specielles F'-System sechster Stufe. Selbst dasjenige 
System ist kein allgemeines, von dessen acht zweifachen Ebenen irgend vier 
durch einen Punkt gehen oder irgend zwei zusammenfallen. 

§ 6. Das lineare f -System fünfter Stufe und das lineare ^'-Gewebe dritter Stufe. 

34. Das lineare /^-System fünfter Stufe stützt ein lineares *'-Ge- 
webe dritter Stufe und ist durch vier linear unabhängige Flächen desselben 

*) Dieses Journal, Bd. 77, S. 287, vorletzer Absatz. 
**) Dieses Journal, Bd. 78, S. 117. 

10* 
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bestimmt Es enthält im Allgemeinen keine zweifachen Ebenen, dagegen 
doppelt unendlich viele Ebenenpaare, von deren Ebenen je vier durch eine 
beliebige Gerade gehen (14.)- Also: 

Die Ebenenpaare des linearen F^-Systemes fünfler Stufe umhüllen eine 
Fläche inerter Classe ^*; sie bestehen aus je zwei Ebenen^ welche bezüglich 
aller Flächen des zugehörigen ^^-Gewebes dritter Stufe einander conjugirt 
sind. Die Fläche 4>* ist zugleich der Ort aller Ebenen, in welchen die sin^ 
gulären *^ des Gewebes liegen (vgl. 26. und 9.). 

Man nennt ** die Kern fläche des linearen *^-Gewebes dritter Stufe; 
zu ihren Berührungsebenen gehören die Flächen des gemeinschaftlichen 
Poltetraeders von je zwei *^ des Gewebes. 

Das lineare *^-Gewebe dritter Stufe enthält im Allgemeinen zehn 
Punktenpaare (13.); also: 

Es giebt im Allgemeinen zehn Paare P, P* von Punkten, die einander 
bezüglich aller Flächen des linearen F^-Systemes fünfler Stufe conjugirt und 
insbesondere durch jedes Ebenenpaar des Systemes harmonisch getrennt sind. 

Die zehn Verbindungslinien PF dieser Punktenpaare liegen auf der Kern- 
fläche **; 

denn jede durch eine PF gehende Ebene enthält eine singulare *^ des 
Gewebes, nämlich eben das Punktenpaar P, F. 

35. Alle F^ des Systemes, welche einen beliebigen Punkt zum 
Doppelpunkt haben, bilden einen Büschel concentrischer Kegelflächen (8.), 
sodass im Allgemeinen drei derselben Ebenenpaare sind (vgl. 11.). Alle *^ 
des Gewebes, welche eine beliebige Ebene a berühren, bilden eine Schaar- 
schaar und berühren noch sieben andere Ebenen ß; durch jede in a liegende 
Doppellinie eines Ebenenpaares des F'-Systemes geht eine von den sieben Ebenen 
/?, und zwar ist dieselbe durch das Ebenenpaar harmonisch von a getrennt 
Da bezüglich der Schaarschaar je zwei durch a und eine ß harmonisch 
getrennte Ebenen einander conjugirt sind, so ist leicht umgekehrt zu beweisen, 

dass in jeder der sieben Geraden aß zwei hinsichtlich des *^-Gewebes 
conjugirte Ebenen sich schneiden. Daraus folgt: 

Die Doppellinien aller Ebenenpaare des linearen F'^-Systemes fünfler 
Stufe bilden ein Strahlensystem dritter Ordnung siebenter Classe. Jede der^ 
selben liegt auf einer Schaar von ** des linearen Gewebes dritter Stufe. 

Zugleich ergiebt sich der Doppelsatz: 
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Alle Ebenenpaare, deren Doppel- Alle Punktenpaare , deren Ver- 

linien in einer gegebenen Ebene lie- bindungslinien durch einen gegebenen 

gen, bilden ein F'-System vierter Punkt gehen, bilden ein *'-Gewebe 

Stufe siebenten Grades. vierter Stufe siebenten Grades. 

36. Das ^'-Gewebe dritter Stufe ist bestimmt durch eines seiner zehn 
Punktenpaare PP' und drei beliebige andere von seinen Flächen, und letztere be- 
stimmen für sich allein eine Schaarschaar des Gewebes. Nun ist aber P Mittel- 
punkt einer Kegelfläche dritter Ordnung, deren Strahlen auf den Flächen der 
Schaarschaar liegen (30.), und in jedem dieser Strahlen schneiden sich zwei 
Ebenen, die bezüglich der Schaarschaar (29.) und folglich auch bezüglich 
des Gewebes einander conjugirt sind. Sind unter den vier *^, durch welche 
wir uns das Gewebe bestimmt denken, zwei Punktenpaare PF und QQ\ 

so gehen durch die Gerade PQ zwei Ebenen, welche (21.) bezüglich der 
übrigen beiden *% also auch bezüglich des Gewebes einander conjugirt 
sind. Hieraus ergiebt sich: 

Dem Straklensysteme dritter Ordnung siebenter Classe gehören zwanzig 
Kegelflächen dritter Ordnung an, deren Mittelpunkte die zehn Punktenpaare 
PP' des <P^-Gewebes sind. Jede dieser Kegelflächen geht durch die achtzehn 
Punkte der neun Paare, welchen ihr Mittelpunkt nicht angehört. 

37. Die zehn Punktenpaare PP' sind die (reellen oder imaginären) 

Ordnungspunkte von zehn involutorischen Punktreihen, die in den Geraden PP' 
liegen, und jede Fläche des linearen F'-Systemes fUnfter Stufe, die einen 
Punkt dieser zehn Punktreihen enthält, geht auch durch den zugeordneten 

Punkt. Die Gerade PF liegt deshalb auf jeder F^ des Systemes, welche 
durch zwei einander nicht zugeordnete Punkte der Geraden geht. 

Wenn nun das *^-Gewebe ein Polsechseck besitzt, so gehören alle 
diesem Sechseck umschriebenen F^ dem Systeme an. JDurch zwei beliebige 

Punkte von PP' aber gehen unendlich viele dieser F^; dieselben schneiden 

sich in PP' und in der kubischen Polcurve des *'-Gewebes, welche dem 

Polsechseck umschrieben werden kann, und PF' schneidet diese Polcurve 
zweimal. Die Punkte F und F' sind einander conjugirt bezüglich aller 
durch die Polcurve gehenden F^, also auch bezüglich der Polcurve selbst. 
Letztere wird von jeder nicht durch sie gehenden F^ des Systemes in einem 
Polsechseck des Gewebes geschnitten. Insbesondere ergiebt sich: 

Wenn eine kubische Polcurve des linearen ^^-Gewebes dritter Stufe 
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exUtirty so liegen die iehm Pwnkienpaare PP amf zekm Secamtem derselbem 
und ihre Punkte sind einander bezüglich dieser Polcmre canjugirL 

38. Daraas folgt il A. der bekannte Satz, dass zwei beliebige Raum- 
curven dritter Ordnung, die nicht auf einer und derselben F^ liegen, zehn 
gemeinschaftliche Secanten haben. Legt man nämlich durch jede von ihnen 
drei F^ beliebig hindurch, so bestimmen diese sechs F^ ein lineares F^- 
System fünfter Stufe. Auf dieses aber stützt sich ein lineares *"-Gewebe 
dritter Stufe, von welchem die beiden Raumcurven zwei kubische Polcurven 
sind, und die zehn Punktenpaare PP* des Gewebes liegen auf zehn gemein- 
schaftlichen Secanten dieser Polcurven. Jede gemeinschaftliche Secante 
hat mit den Polcurv'en und mit den Flächen des F^-Systemes je zwei zu- 
geordnete Punkte einer involutorischen Punktreihe gemein, deren Ordnungs- 
punkte ein Punktenpaar PF des Gewebes bilden. 

Ein lineares ^^-Gewebe dritter Stufe ist hiemach durch zwei kubi^he 
Polcurven, die nicht auf einer F^ liegen, tsöllig bestimmt. 

Wir behaupten aber auch, dass ein lineares *^-Gewebe dritter Stufe im 
Allgemeinen zwei Polcurven dritter Ordnung besitzt, wenngleich dem folgenden 
Beweise die Annahme zu Grunde liegt, dass von den zehn Geraden PF 
irgend fünf reell seien. 

39. Das *'-Gewebe sei gegeben durch vier seiner Punktenpaare, 
oder besser noch durch vier PF, QQ\ RR\ SS' von den zehn involu- 
torischen Punktreihen, deren Ordnungspunkte von seinen zehn Punktenpaaren 
gebildet werden. Dann handelt es sich darum, zwei Raumcurven dritter Ord- 
nung nachzuweisen, welche je zwei zugeordnete Punkte dieser vier Punkt- 
reihen enthalten: denn diese beiden Raumcurven sind die gesuchten Pol- 
curven des Gewebes. — Wir können nun die Verbindungslinie TT irgend 
eines fünften Punktenpaares des Gewebes sowohl mit PP' als auch mit QQ' 
durch einen FlächenbUschel des linearen F^-Systemes fünfter Stufe verbinden. 
Durch jeden Punkt von RR' gehen zwei F* dieser beiden Büschel und 
schneiden sich in TT und einer Raumcurv'e dritter Ordnung, welche je zwei 

zugeordnete Punkte der drei Punktreihen FP, QQ\ RR' enthält Älit TT 
und ihrer Secante RR' kann die Raumcurve durch eine F^ des Systemes 
verbunden werden, und alle auf die angegebene Weise construirten Raum- 
curven dritter Ordnung liegen folglich auf den Flächen des F^-Büschels, 

welcher dem F^-Systeme filnfter Stufe angehört und durch die Geraden TT* 

. und RR' geht 
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Die Knotenlinie dieses F^-Büschels wird von den Geraden TT, RR' 
nnd zwei sie schneidenden Geraden «, v gebildet, nnd da die ersteren zwei 
Secanten der Raumeurven sind, so haben die Geraden «, t? mit jeder der 
Ranmeurven einen Punkt gemein. Daraus aber folgt, dass die beiden F^- 
Büschel des Systemes, welche TT mit PP' resp. QQ' verbinden, durch die 
Raumeurven dritter Ordnung projectivisch auf einander bezogen sind, indem 
beide zu den Punktreihen u und e perspectivisch sind. Alle jene Raum- 
eurven liegen folglich auf einer Fläche vierter Ordnung, welche mit SS' im 
Allgemeinen vier Punkte gemein hat. Aber diejenige von den Raumeurven, 
welche durch einen dieser vier Punkte geht, muss auch den zugeordneten 
Punkt von SS^ enthalten (37.). 

Es giebt also wirklich im Allgemeinen zwei Raumeurven dritter Ord- 
nung, welche je zwei zugeordnete Punkte der vier involutorischen Punkt- 
reihen W\ QQ\ RR\ S^ enthalten; oder: 

Das lineare 4^^-Getcebe dritter Stufe hat im Allgemeinen zwei kubische 
Polcurven; auf den zehn gemeinschaftlichen Secanten derselben liegen die zehn 
Punktenpaare des Gewebes. Jede dieser Polcureen wird f>on den doppelt un- 
endlich vielen Flächen zweiter Ordnung, welche durch die andere gehen, in 
Polsechsecken des Gewebes geschnitten. Die Ebenen dieser oo^ Polsechsecke 
umhüllen die Kern fläche 4^* des Gewebes, und alle den Polsechsecken umschrie- 
benen F^ stützen das Gewebe und bilden ein lineares F'^-System fünfter Stufe. 

Die Kemfläche ** kann auch definirt werden als Ort einer Ebene, 
welche die beiden kubischen Polcurven des *^-Gewebes in sechs Punkten 
eines Kegelschnittes trifft. 

40. Das lineare 0^-Gewebe dritter Stufe ist schon dann ein specielles, 
wenn irgend fünf von den Verbindungslinien seiner zehn Punktenpaare PP' 
eine beliebige Gerade schneiden oder wenn seine beiden kubischen Polcurven 
einen Punkt mit einander gemein haben ; denn in diesen Fällen können die 
beiden Polcurven durch eine F^ verbunden werden, was im Allgemeinen 
nicht möglich ist. Liegen die beiden Polcurven auf einer F% so reichen 
sie nicht einmal aus zur Bestimmung des *^-Gewebes (vgl. 38.); vielmehr 
kann alsdann noch eine das Gewebe stützende F^ beliebig angenommen 
werden. Dieser Specialfall tritt namentlich dann ein, wenn das Gewebe 
ein Polftinfeck und folglich unendlich viele kubische Polcurven besitzt*), 



*) Die ohne Beweis aufgestellten letzten beiden Sätze meiner Arbeit Über Polfttnfecke 
und Polsecbsecke (dieses Journal Bd. 77, S. 287) gelten also nur für vier beliebige Flächen 
eines so specialisirten linearen ^'-Gewebes dritter Stufe. 
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wie z. B. das Gewebe der ersten Polaren aller Ebenen bezüglich einer *^; auf 
den zehn Kanten dieses Polfllnfecks liegen alsdann die zehn Punktenpaare PP' 
des Gewebes. Dass alle F', welche eine *^ stützen, ein specielles lineares 
F'-System fünfter Stufe bilden, wurde bereits an anderer Stelle*) hervor- 
gehoben. 

41. Das lineare F^-System fünfter Stufe ist u. A. dann ein specielles, 
wenn es einzelne oder unendlich viele Doppelebenen enthält, wenn seine 
Flächen einzelne oder unendlich viele Punkte mit einander gemein haben, 
oder wenn in Bezug auf dieselben mehr als zehn Paare conjugirter Punkte 
existiren. Z. B. alle F^, welche ein Polsechsflach mit einander gemein haben, 
oder die einem Tetraeder umschrieben werden können, oder welche durch 
eine gegebene Gerade und einen beliebigen Punkt gehen, bilden ein sehr 
specielles F^-System ftlnfter Stufe. — Das lineare ^'-Gewebe dritter Stufe 
ist ein specielles, wenn z. B. alle seine Flächen einzelne Ebenen oder auch 
die Ebenen eines Ebenenbüschels erster oder zweiter Ordnung berühren, 
wenn einzelne oder unendlich viele dieser Flächen sich auf zweifache Punkte 
reduciren, wenn das Gewebe unendlich viele Punktenpaare enthält, oder 
wenn von seinen Flächen zwei und folglich unendlich viele in einer Ebene 
liegen. Selbst dasjenige Gewebe ist kein allgemeines, von dessen zwei 
kubischen Polcurven eine in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerföUt 

§ 7. Die linearen F'- Systeme und ^'-Gewebe vierter Stufe. 

42. Das lineare F^-System vierter Stufe stützt ein lineares *'-Ge- 
webe vierter Stufe und ist durch beliebige fünf Flächen desselben bestimmt. 
Es enthält unendlich viele Ebenenpaare ; die Ebenen derselben sind einander 
conjugirt bezüglich aller Flächen des Gewebes. Das *^-Gewebe dagegen 
enthält unendlich viele Punktenpaare, und zwar sind deren Punkte einander 
conjugirt bezüglich aller F^ des Systemes. Im Allgemeinen gelten für diese 
Paare die Sätze (13. und 12.): 

Der Ort aller Ebenenpaare des li- Der Ort aller Punktenpaare des 

nearen F^ -Systemes vierter Stufe ist linearen 4^^-Gewebes vierter Stufe ist 

ein Ebenenbüschel zehnter Ordnung eine Raumcuree zehnter Ordnung C^^; 

r^^; der Ort ihrer DoppeUinien ist der Ort ihrer Verbindungslinien ist 

eine Fläche zehnter Ordnung F^". eine Fläche zehnter Classe *^^ 

43. Wenn ein Punkt P der Mittelpunkt von mehr als einer Kegel- 
fläche des F^-Systemes ist, so liegt er auf C**^ und ist ein dreifacher Punkt 

*) In meiner^ErweiteruDg der Polarentheorie algebr.Flächen "^^ dieses Journal Bd.78, B. 108. 
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von F*^ Denkt man sich nämlich das F^- System bestimmt durch zwei 
jener Kegelflächen und irgend drei andere F^, so schneiden sich die Polar- 
ebenen von P bezüglich dieser drei F^ in einem Punkte P', welcher zu 
P conjugirt ist hinsichtlich aller F^ des Systemes; die beiden Kegelflächen 
aber bestimmen einen Büschel concentrischer Kegelflächen des Systemes, 
und dieser Büschel enthält im Allgemeinen drei Ebenenpaare, deren Doppel- 
linien sonach durch P gehen. Denkt man sich anderseits das lineare *'- 
Gewebe vierter Stufe bestimmt durch ein Punktenpaar PP' und irgend vier 
andere *\ so ergiebt sich (35.), dass P Doppelpunkt von unendlich vielen 
F^ ist, welche diese vier und folglich alle *^ des Gewebes stützen, und 

femer (34), dass durch PP' vier Ebenen gehen, welchen bezüglich des 
Gewebes vier andere Ebenen conjugirt sind. Also: 

In jedem Punkte P der Raumcune In jeder Ebene des Büschels F 

C*" schneiden sich drei Gerade der liegen drei Gerade der Fläche 4^^; 

Fläche F^^; die drei Ebenenpaare des die drei Punktenpaare des *'-6e- 

F^ Sy Sternes y deren DoppeUinien sie webesy deren Verbindungslinien sie 

sindy bilden die drei Paar Gegenflächen sind^ bilden die drei Paar Gegenpunkte 

eines eollständigen Vierkantes. Die eines vollständigen Vierseites, Der 

Raumcurve C^^ enthält alle mehrfachen Büschel F^^^ enthält alle mehrfachen 

Punkte der Fläche F*". Berührungsebenen der Fläche *^^. 

Auf jeder Geraden von F^" liegen Durch jede Gerade PP' von *^" 

«ter Punkte von C^^. gehen vier Ebenen von F^^^; 

die vier ihnen conjugirten Ebenen des Büschels /'^'* bilden ein Tetraeder, 

welchem die Gerade PP' in Bezug auf alle *^ des Gewebes conjugirt ist (17.). 
Jede Gerade, in welcher mehr als zwei Ebenen von i*^'^ sich sclmeiden, 
ist hinsichtlich des *'-Gewebes einem Tetraeder conjugirt und liegt auf *"'. 

44. Die Raumcurve C^" ist also eine dreifache Curve der Fläche F"\ 
und der Büschel /'^'* besteht aus dreifachen Berührungsebenen der Fläche **'^ 
Jede Gerade von *^" schneidet die Fläche F"^ in zwei dreifachen und vier 
einfachen Punkten; erstere liegen auf C^^ und bilden ein Punktenpaar des 
*^-Gewebes. Durch jede Gerade von F^** gehen zwei dreifache und vier 
einfache Berührungsebenen der Fläche *"^; erstere gehören zum Ebenen- 
büschel /'"^ und bilden ein Ebenenpaar des linearen F^-Systemes vierter 
Stufe. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXII. Heft 1. 11 
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Die Doppellinie eines beliebigen 
Ebenenpaares des F^-Systemes wird 
(43.) von vier Paar anderen Doppel- 
linien in vier Punkten von C*" ge- 
schnitten; jedes dieser vier Paare ist 
durch das Ebenenpaar harmonisch 
getrennt. Eine beliebige Gerade der 
Fläche F^" kann also mit acht an- 
deren durch Ebenen verbunden wer- 
den, welche die F^^^ doppelt berühren. 



Die Verbindungslinie PP' eines 
beliebigen Punktenpaares des **- 
Gewebes liegt (43.) mit vier Paar 
anderen solchen Verbindungslinien 
in vier Ebenen von J""'; jedes dieser 
vier Paare ist durch das Punktenpaar 
harmonisch getrennt Eine beliebige 
Gerade der Fläche **" wird also 
von acht anderen in Doppelpunkten 
der Fläche geschnitten*). 



45. Das lineare *^-Gewebe vierter Stufe enthält vierfach unendlich 
viele lineare *^-Gewebe dritter Stufe ; auf C" liegen die zehn Punktenpaare PP' 
eines beliebigen derselben, und alle Ebenen von J"*" gehören seiner Kem- 
fläche ** an. Daraus folgt die zweite Hälfte des Doppelsatzes: 



Die Ebenen des Büschels zehnter 
Ordnung F^^^ berühren eierfctch «»- 
endlich viele Flächen vierter Classe 
<P*. Eine beliebige dieser Flächen 
hat mit 0^'^ ausser F^^^ im Allgemeinen 

zehn Gerade PF (d, h. alle Ebenen 
derselben) gemein, und ist durch der 
dieser Geraden bestimmt. Die zehn 
Paar Punkte PF von C", welche in 
den zehn Geraden liegen , sind die 
Punktenpaare eines dem Gewebe vierter 
Stufe angehörigen linearen 4>^-Ge- 
webes dritter Stufe, von welchem die 
** die Kemßäche ist. 
46. Durch eine beliebige Gerade geht eine *'-Schaar des Gewebes 
und ein F^-Büschel des Systemes. Dagegen (37.): 

Durch eine Gerade der Fläche F*" 
gehen doppelt unendlich viele Flä- 



Durch die Raumcurve zehnter 
Ordnung C^" gehen vierfach unendlich 
viele Flächen vierter Ordnung F*. 
Eine beliebige derselben hat mit F^" 
ausser C^" im Allgemeinen zehn Ge- 
rade gemein, und ist durch vier die- 
ser Geraden bestimmt. Die zehn 
Paar Ebenen von /'^", die in den 
zehn Geraden sich schneiden, sind 
die Ebenenpaare eines dem Systeme 
vierter Stufe angehörigen linearen 
F^-Systemes dritter Stufe, von wel- 
chem die F* die Kernfläche ist. 



Durch eine Gerade PF der 
Fläche **" gehen doppelt unendlich 



*) Der Ort aller Doppelpunkte von 0^*^ ist eine Raumcurve SOster Ordnung. Die 
60 Doppelpunkte, welche auf einer beliebigen Fläche des F'-Systemes liegen, sind die 
Eckpunkte von zwanzig Dreiecken, deren Seiten auf 0^^ liegen und deren Ebenen zu 
F"^ gehören (vgl. 37. und 46.). 
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eben des linearen *'-Gewebes vier- viele Flächen des linearen F^ - 
ter Stufe. Dieselben haben ausser Svstemes vierter Stufe. Dieselben 



den Ebenen der Geraden noch vier schneiden sich in PF und in den 
Berührungsebenen mit einander ge- Eckpunkten eines Tetraeders. 



mein. 



Das Tetraeder ist dasjenige, welchem (43.) die Gerade PP' in Be- 
zug auf das *'-Gewebe conjugirt ist; seine Eckpunkte liegen, wie man 
leicht beweist, auf der Doppelpunktscurve von **^. 

47. Weim das lineare 4>^-Gewebe vierter Stufe eine kubische Pol- 
curve besitzt, so ist es ein specielles (39.) und besitzt unendlich viele, der 
Polcurve eingeschriebene Polsechsecke; die Geraden der Fläche **^ sind 
die Kanten dieser Polsechsecke, schneiden also je zweimal die Polcurve, 
und *^" geht durch jeden Punkt der letzteren fünfmal. Noch specieller ist 
das 4>^-Gewebe, wenn es ein Polfiinfeck, oder was auf Dasselbe hinausläuft, 
mehr als eine kubische Polcurve besitzt; das F^-System ist alsdann dem 
Polfiinfeck umschrieben, der Ebenenbüschel F^^ zerfällt in zehn Ebenen- 
büschel erster Ordnung, deren Axen die zehn Kanten des Polfünfecks sind, 
auf diese zehn Kanten reducirt sich die Raumcurve C*", und die Fläche 
F*" zerfttUt in die zehn Ebenen des Polfünfecks. Auch dann ist das *^- 
Gewebe ein specielles, wenn es einen zweifachen Punkt besitzt, wenn alle 
, seine Flächen eine Berührungsebene gemein haben, oder wenn bezüglich 
derselben irgend einer Ebene eine Gerade conjugirt ist. — Wir unterlassen 
es, Specialfttlle des linearen F'-Systemes vierter Stufe hervorzuheben. 



48. Wir schliessen, ohne die linearen F^-Systeme dritter, ^weiter und 
erster Stufe und die linearen *^-Gewebe von fünf, sechs, sieben und acht 
Dimensionen noch besonders zu besprechen. Denn auf diese können mit 
Hülfe des Dualitäts-Principes die Sätze und Beweisführungen der § §. 3 bis 6 
ohne Weiteres übertragen werden. 

Strassburg i. E., den 29. April 1876. 



D ruck fehler. 

Seite 19 Zeile 2 von unten lies „oder" statt „und", so dass es heisst . . . „oder jedem 

n-fachen Punkte". . . . 
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Mathematische Preisaufgaben der Jablonowskischen GeseUschaft 

in Leipzig. 

1. Für das Jahr 1876. 

Trotz der meisterhaften Arbeiten Leverrier's über die Bewegung des Merkur kann die Theorie 
dieses Planeten noch nicht als endgültig abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wünscht 
eine ausführliche 

Untersuchung der die Bewegung des Merkur bestimmenden Kräfte, 
mit Rücksicht auf die von Laplace (in der M^canique c^leste\ von Leverrier (in den Annales 
de rObservatoire und den Comptes rendus de TAcad^mie des Sciences\ von Hansen (in den Be- 
richten der Egl. Sachs. Gesellsch. d. W. vom 15. April 1863) und von Wilhelm Weber (vergl. 
Zöllner über die Natur der Cometen, S. 333) angedeuteten Einwirkungen. Ausser der vollständigen 
Berechnung der Störungen ist eine Yergleichung mit den Beobachtungen unerlässlichi um zu zeigen, 
bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich die eingehenden Constanten bestimmen lassen. Die 
Gonstruction von Tafeln zur Ortsberechnung behält sich die Gesellschaft vor zum Gegenstand einer 
späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark. 

2. Für das Jahr 1877. 

Der nach Encke benannte und von diesem Astronomen während des Zeitraumes von 
1819 — 1848 sorgfaltig untersuchte Comet I, 1819, hat in seiner Bewegung Anomalieen gezeigt, welche 
zu ihrer Erklärung auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels geführt haben. Da indessen 
eine genauere Untersuchung der Bahn nur über einen beschränkten Theil des Zeitraums vorliegt, 
über welchen die Beobachtungen (seit 1786) sich erstrecken, so ist eine vollständige Neu- 
bearbeitung der Bahn des Encke'schen Cometen um so mehr wünschenswerth, als die bisher unter- 
suchten Bewegungen anderer periodischen Cometen keinen analogen widerstehenden Einfluss ver- 
rathen haben. Die Gesellschaft wünscht eine solche vollständige Neubearbeitung herbeizuführen, 
und stellt desshalb die Aufgabe: 

die Bewegung des Encke'schen Cometen mit Berücksichtigung aller stören- 
den Kräfte, welche von Einfluss sein können, vorläufig wenigstens inner- 
halb des seit dem Jahre 1848 verflossenen Zeitraums zu untersuchen. 
Die ergänzende Bearbeitung für die frühere Zeit behält sich die Gesellschaft vor, eventuell 
zum Gegenstand einer späteren Preisbewerbung zu machen. Preis 700 Mark. 

3. Für das Jahr 1878. 

Die Entwickelung des reciproken Werthes der Entfernung r zweier Punkte spielt in astro- 
nomischen und physikalischen Problemen eine hervorragende Rolle. In der Theorie der Transfor- 
mation der elliptischen Functionen wird die zuerst von Cauchy entdeckte Gleichung bewiesen 

— (l + 2e"^+2e"'^+2c"~^+2e' '" ...) = l+2e'~^+2c""^+2e"'^+2e"~^..., 
r 

in welcher mit Rücksicht auf die zu erzielende Genauigkeit die positive willkürliche Constante a so gross 

na* 

gewählt werden kann, dass die Exponentialgrösse e vernachlässigt werden darf. Alsdann hat man 

— = l + 2e""'^''+2e~'^+2e""^+..., 

eine Reihenentwickelung von ungemein rascher Convergenz. Es steht zu erwarten, dass eine auf 
die vorstehende Formel gegründete Entwickelung der Störungsfunction in dem Problem der drei 
Körper sich für die numerische Rechnung als vortheilhaft erweisen werde. 

Die Gesellschaft wünscht eine unter dem angedeuteten Gesichtspunkte aus- 
geführte Bearbeitung des Störungsproblems zu erhalten. 

Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besonderen Falles überlässt, in welchem die nume- 
rische Anwendbarkeit des Verfahrens gezeigt werden soll, setzt sie voraus, dass das gewählte Bei- 
spiel hinlänglichen Umfang und Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der vorgeschlagenen Methode 
und ihr Verhältniss zu den bisher angewandten hervortreten zu lassen. Preis 700 Mark. 

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die Gesellschaft im besondera 
Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer 
oder französischer Sprache zu verfassen, müssen deutlich geschrieben und paginirt, fernermit 
einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das auf der Aussenseite 
das Motto der Arbeit trägt, inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit 
der Einsendung endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres und die Zusendung 
ist an den Secretär der Gesellschaft (für das Jahr 1876 Geh. Hofrath Prof. Dr. Hanke 1) zu richten. 
Die Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im 
März oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 

Die geKrÖnten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 
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Ueber die Ableitung eines neuen elektrodynamischen 

Grundgesetzes. 

(Von Herrn R. Clausius in Bonn.) 



in einer kurzen Mittheilung vom 6. December v. J. *) habe ich ein 
neues elektrodynamisches Grundgesetz aufgestellt, dem ich in einer zweiten 
Mittheilung vom 7. Februar d. J. **) noch eine etwas vereinfachte Form ge- 
geben habe. Es möge mir nun gestattet sein, die zu seiner Begründung 
nothwendige Auseinandersetzung folgen zu lassen, indem ich zeige, wie man 
es, ohne auf specielle Betrachtungen über die Natur der elektrodynamischen 
Kräfte einzugehen, mit Hülfe ganz allgemeiner und schon vielfach ge- 
machter Voraussetzungen aus feststehenden Thatsachen ableiten kann. 

§. 1. Verschiedene Ansichten über die strömende Elektricität. 
Herr W. Weber hat bekanntlich alle elektrodynamischen Erscheinungen 
auf ein Grundgesetz zurückzuführen gesucht, welches die Kraft bestimmt, 
die zwei bewegte Elektricitätstheilchen auf einander ausüben. Seien näm- 
lich e und e' die beiden in Punkten concentrirt gedachten Elektricitätstheil- 
chen, und r ihr gegenseitiger Abstand zur Zeit /, so besteht die von den 
Theilchen auf einander ausgeübte Kraft nach Weber in einer Abstossung 
von der Stärke 






worin c eine Constante bedeutet. 

Bei der Ableitung dieser Formel ist Herr Weber von der Vorstellung 
ausgegangen, dass bei einem galvanischen Strome in jedem Leiterelemente 
gleiche Mengen positiver und negativer Elektricität sich mit gleichen Ge- 
schwindigkeiten nach entgegengesetzten Seiten bewegen. ' Diese Vorstellung 
ist eine so complicirte, dass schon viele Physiker daf an Anstoss genommen 
haben. Solange nicht zwingende Gründe für die Annahme einer solchen 



*) Sitzungsberichte der Niederrheinischen Gesellschaft für Natur- und Heilkunde 
1875, S. 30ü und Pogg. Ann. Bd. 156, S. 657. 

**) Sitzungsberichte 1876, S. 18 und Pogg. Ann. Bd. 157, S.489. 
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Doppelbewegung vorliegen, darf man die einfachere Vorstellung, dass ein 
Strom aus der Bewegung nur Eines Fluidums bestehe, nicht aufgeben, 
sondern muss versuchen, aus ihr die Wirkungen des galvanischen Stromes 
zu erklären. 

Der letztgenannten, schon lange und oft zum Ausdruck gelangten 
Vorstellung hat neuerdings besonders Herr Carl Neumann eine bestimmtere 
Form gegeben *), indem er dabei sagt, dass seine Ueberlegungen vollständig 
mit denen übereinstimmen, welche Riemann schon i. J. 1854 in der 31. Na- 
turforseherversammlung ausgesprochen habe. Herr Neumann nimmt nämlich 
an, ein metallischer Leiter enthalte zwar in jedem Raumtheilchen positive 
und negative Elektricität, aber nur die erstere sei in der Weise beweglich, 
dass sie im Leiter strömen könne, während die letztere unlöslich mit den 
ponderablen Atomen verbunden sei. 

Ueber den Punkt, ob es überhaupt nöthig ist, neben der beweglichen 
positiven Elektricität noch eine an den ponderablen Atomen haftende nega- 
tive Elektricität anzunehmen, oder ob sich die dieser Elektricität zugeschrie- 
benen Kräfte auch auf andere Weise erklären lassen, können vielleicht noch 
verschiedene Ansichten geltend gemacht werden. Indessen bei der mathe- 
matischen Behandlung der Sache kann man, da die Kräfte so stattfinden, 
wie sie von solcher den Atomen anhaftenden negativen Elektricität ausgeübt 
werden würden, jedenfalls die letztere als vorhanden voraussetzen, ohne da- 
durch schon eine feste Entscheidung über ihre wirkliche Existenz zu treffen. 
In diesem Sinne werde ich jene Vorstellungsweise so, wie sie von Herrn 
Neumann formulirt ist, den nachstehenden Betrachtungen zu Grunde legen. 

§. 2. Unvereinbarkeit des FFe&erschen Grundgesetzes mit der Vorstellung von nur 

Einer im festen Leiter beweglichen Elektricität. 

Es möge nun zunächst die Frage gestellt werden, ob das W^efeersche 
Grundgesetz mit jener Ansicht, dass nur Eine Elektricität im festen Leiter 
strömen könne, vereinbar ist. Dazu wollen wir als Kriterium den Erfah- 
rungssatz wählen, dass ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener 
und constanter gahanischer Strom auf ruhende Elektricität keine bewegende 
Kraß ausübt, und wollen untersuchen, ob das Weber^che Grundgesetz auch 
da^n noch zu diesem Satze fuhrt, wenn man nur Eine der beiden Elek- 
tricitäten als beweglich betrachtet. 

*) Berichte der E. Sächsischen Gesellschaft der Wiss. Math.-phys. Classe, 1871, 
S. 394 und 417. 
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Im Punkte x^ y, z denken wir uns irgend eine Elektricitätsmenge, 
z. B. eine Einheit positiver Elektricität, und im Punkte x\ y\ s' ein Element 
ds' eines galvanischen Stromes befindlich. Die im letzteren sich bewegende 
positive Elektricität heisse h'ds'. Diese übt nach Weber auf die ruhende 
Elektricitätseinheit eine Abstossung aus, welche durch 

r» L^ c*\dty^ c* ^dt'J 

dargestellt wird, wobei natürlich ein negativer Werth des Ausdruckes An- 
ziehung bedeutet. Hierin können wir im vorliegenden Falle, wo die Grösse r 
sich nur durch die Bewegung der im Leiterelemente ds' befindlichen Elek- 
tricität ändert, setzen: 

dr __ dr dsf 
'dt "^ d7 diT' 

dV d*r/ds'\\ dr d*s' 



'\dtJ^ 



dt' ~" ds''\dty^ds' dt' ' 

und in dieser letzteren Formel haben wir, wenn wir den Leiter des Stromes 

als durchweg gleich voraussetzen, so dass A' in allen seinen Theilen einen 

dV 
und denselben Werth hat, flir einen constanten Strom -^ = zu setzen. 

Dadurch geht der Ausdruck für die Abstossung über in: 

^il+4[-(^)V2r$]0-}. 

Nimmt man nun zunächst mit Weber an, dass in dem Leiterelemente 
ds' auch eine eben so grosse Menge negativer Elektricität sich mit gleicher 
Geschwindigkeit nach entgegengesetzter Richtung bewege, so muss man, 
um die Abstossung, welche diese auf die ruhende Elektricitätseinheit aus- 
üben YTürde, zu erhalten, dem vorigen Ausdrucke im Ganzen das negative 
Vorzeichen geben, und ausserdem das Vorzeichen des Diflferentialcoefficienten 

-^ umkehren. Da aber dieser Diflferentialcoefficient nur quadratisch vor- 
kommt, so bringt die Umkehrung seines Vorzeichens keine Aenderung in 
dem Ausdrucke hervor. Die von der negativen Elektricität ausgeübte Kraft 
würde also der von der positiven ausgeübten gleich und entgegengesetzt 
sein, so dass beide sich aufheben, und das Stromelement gar keine Kraft 
auf die ruhende Elektricitätseinheit ausüben würde. Es ergiebt sich also, 
dass das Webersche Grundgesetz, wenn es mit der WeberBohen Vorstellung 
von der doppelten Elektricitätsbewegung in Verbindung gebracht wird, mit 
dem obigen Erfahrungssatze übereinstimmt, indem nicht nur flir einen ge- 

12* 
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schlossenen Strom, sondern auch flir jedes einzelne Element desselben die 
Kraft Null wird. 

Nun wollen wir aber die andere Annahme machen, dass die in dem 
Leiterelemente befindliche negative Elektricität nicht ströme, sondern fest 
mit den ponderablen Atomen verbunden sei. Dann wird die Klraft, welche 
diese auf die ruhende Elektricitätseinheit ausübt, durch die aus der Elektro- 

h'ds' 

Statik bekannte einfache Formel 5- dargestellt. Demnach heben sich 

in diesem Falle die beiden Kräfte nicht vollständig auf, sondern es bleibt 
eine durch die Formel 

VP'l\d^y'^^^'di^J\'dtJ 
dargestellte Abstossung übrig. 

Die in die a?-Richtung fallende Componente dieser Kraft erhält man 

durch Multiplication mit "~ , und es ergiebt sich daher, wenn man diese 

dX 
Componente mit jjds' bezeichnet, folgende Gleichung: 

Diese Gleichung muss nach s' über den ganzen geschlossenen Strom inte- 
grirt werden, um die Grösse 3£, nämlich die in die aj-Richtung fallende 
Componente der Kraft, welche der ganze Strom auf die ruhende Elektri- 
citätseinheit ausübt, zu erhalten. 

Dazu wollen wir mit dem auf der rechten Seite stehenden Ausdrucke 
noch einige Umformungen vornehmen. Man kann setzen: 

"TT =2-^ und ;fL-W;+2'-rf^J = 4-^. 



Dadurch geht die Gleichung (1.) über in: 
Hierin kann man weiter setzen: 

d}/rdWr _ d / d|/rd|/r \ d/r d'/r 
dx d^^ " dsf\dx d^ ) ds' ds'dx 

— ^ f dVrd^r \ 1 d rfd}^r\^\ 

'^ ds'\dx 'ds^J 2 dxl\ ds' ) V 

wodurch (2.) übergeht in: 

(30 S*' = ?^O'li^(1^'^0-li[(t)"]!'-'- 
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Wenn man diese Gleichung über einen geschlossenen Strom integrirt, 
so giebt das erste innerhalb der KJammer befindliche Glied, welches ein 
Diflferentialcoefficient nach s' ist, den Werth Null. Das zweite Glied, welches 
ein Differentialcoefficient nach x ist, kann, da die Veränderliche x von der 
Veränderlichen s' unabhängig ist, unter dem Diflferentiationszeichen integrirt 
werden, und es kommt: 

Ganz entsprechende Ausdrücke ergeben sich auch für die in die y- und a- 
Richtung fallenden Compouenten der Kraft. 

Man sieht sofort, dass das' hierin vorkommende Integral nicht Null 
ist, und dass auch seine Differentialcoefficienten nach x, y und a im All- 
gemeinen nicht Null sein werden. Demnach müsste ein in einem ruhenden 
Leiter stattfindender geschlossener und constanter Strom auf ruhende Elek- 
tricität eine Kraft ausüben, und zwar eine Klraft, welche ein Ergal hätte, 
da ihre in die Coordinatenrichtungen fallenden Componenten, der obigen 
Gleichung nach, durch die negativen Differentialcoefficienten einer von den 
Coordinaten der betreffenden ruhenden Elektricitätseinheit abhängenden Grösse 
dargestellt würden. Der galvanische Strom müsste also, ähnlich wie ein 
mit einem Ueberschuss von positiver oder negativer Elektricität geladener 
Körper, in jedem in seiner Nähe befindlichen leitenden Körper eine ver- 
änderte Vertheilung der Elektricität hervorrufen*). Auch für einen Magneten 
würde man, wenn man den Magnetismus durch moleculare elektrische Ströme 
erklärt, ähnliche Wirkungen auf die ihn umgebenden leitenden Körper 
•erhalten. 

Solche Wirkungen sind aber, trotz der vielen Gelegenheit, die man 
dazu gehabt haben würde, nie beobachtet worden, und man wird daher den 
obigen Satz, welcher ausdrückt, dass sie nicht stattfinden, gewiss allgemein 
als feststehenden Erfahrungssatz anerkennen, woraus dann, da das in der 
Gleichung (4.) ausgedrückte Resultat diesem Satze widerspricht, der Schluss 
folgt, dass das Webersche Grundgesetz mit der Ansicht, dass bei einem in 
einem festen Leiter stattfindenden galvanischen Strome nur die positive Elek- 
tricität sich bewegt, unvereinbar ist. 

*) Derselbe Schluss ist auch schon i. J. 3873 von Herrn Rieche gezogen (Gott 
Nachr. 5. Juli 1873), was mir, als ich dieses schrieb, unbekannt war, worauf ich aber 
noch während des Druckes durch den eben erschienenen neusten Aufsatz von Herrn Rieche 
(Gott. Nachr. 28. Juni 1876), in welchem jener ältere citirt ist, aufmerksam gemacht bin. 
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§. 3. BetraditoDg dnes tod Riewuam anfgcsldltai KnftgeielieB unter den obigen 

Gesichtsponkte. 

In neuster Zeit, nachdem ich meine erste Mmheflnng fiber du Ton 
mir aufgestellte Grundgesetz schon veröffentlicht halte, ist ein Werk er- 
schienen '^^ in welchem ein anderes, von Riewtamm in seinen Vorlesungen 
mitgetheOtes elektrodynamisches Kraftgesetz angeführt wird, und es wird 
daher zweckmSssig sein« im Anschlüsse an das Vorige auch dieses Gesetz 
unter demselben Gesichtspunkte zu betrachten, d. h. zu untergehen« ob es 
mit der Ansicht von nur Einer im festen Leiter beweglichen Elektricitit 
vereinbar ist 

Seien, wie oben, e und e zwei in Punkten concentrirt gedachte 
ElektricitStstheilchen« x, y^ s und x'. y'« s' ihre rechtwinkligen Coordinaten 
zur Zeit t, so gilt fttr die in die x-Richtung lallende Componente der Kraft, 
welche e von e erleidet nach Rtewtomm S. 327^ folgende Gleichung: 



vo.> X = -p^^T^ ^ 

und entsprechende Gleichungen sind f&r die beiden anderen Coordinateii- 
richtongen in bilden. 

Diese Gleichnns wollen wir nun wieder daza anwenden, die Kraft 
ZU bestimmen, welche ein geschlossener galvanischer Strom auf eine ruhende 
Elektrioitütseinheit ausfibt Wir setzen daher: 

C = 1 und -r- = -r- = -C" = ^• 

di di dt 

Ferner ersetzen wir. um zunächst die Kraft zu bestimmen, welche von der 
im Leiterelomonte ds' sich bewegenden positiven ElektriciöLt ausgefibt wird, 
I»' dun^h das l^inluct k*ds\ Dann geht der vorige Ausdruck fiber in: 

., . .1 1 dr i •^r dt_ , 1 1 *:r^v^ ^V_ ^^*V 

^^\r'dx c* dt ^c*r'djrV<diy ^di^ ^dih* 

Hioriu kann das letzte Glictl dadurch vereintacht werden, dass die in der 
ookigiMi Klammer stehoiKle Summe durch y^^- ersetzt wird, und das zweite 

•^ 8ohw<^i^. Kleklri^tit uad Mairueli»«:^^ Xach den Voriwmgea to« 
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Glied möge so umgeändert werden, dass x' und r als Functionen von s' 
und die Grösse s' als Function von / behandelt und dabei, weil der Strom 

d^s' 

constant ist, -^ = gesetzt wird. Dann kommt : 

A'//'l < dr i ^v7"d7/ ^dyV, 1 1 dr ^ds'\* 1 
'^^^Lr'dx c' ds' \dty'^c' r' dx\dtJ J 

Gehen wir nun zunächst wieder von der Voraussetzung aus, dass in 
dem Leiterelemente ds' eine gleich grosse Menge negativer Elektricität mit 
gleicher Geschwindigkeit nach entgegengesetzter Richtung ströme, so haben 
wir, um die a?-Componente der von dieser Elektricitätsmenge auf die ruhende 
Elektricitätseinheit ausgeübten Kraft darzustellen, denselben Ausdruck, wie 
vorher, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen zu bilden. Beide Kräfte 
heben sich somit auf, und es ist daher unter der Voraussetzung zweier im 
Leiter beweglichen Elektricitäten auch das Riemann^che Kraftgesetz mit 
unserem Erfahrungssatze im Einklänge. 

Machen wir dagegen die Voraussetzung, dass die im Leiterelemente 
ds' befindliche negative Elektricität in Ruhe sei, so haben wir die a:-Com- 
ponente der von ihr auf die ruhende Elektricitätseinheit ausgeübten Kraft 
durch 

-h'ds'Xf- 

r dx 

darzustellen, und wir erhalten daher, wenn wir die a;-Componente der Kraft, 
mit welcher das Stroraelement ds auf die ruhende Elektricitätseinheit wirkt, 

du 

wieder mit -r,ds bezeichnen, die Gleichung: 



ds' 



[^\r ds^J , \ dr\., 
di^ + ^d^Y"' 



(6.) ^ds ^ -^{^) 

Denken wir uns diese Gleichung über einen geschlossenen Strom integrirt, 
so giebt das erste Glied Null, und es kommt: 

^ Ä' /d«'V f^ dr . , 
^^^A'dfjJ'P^d^'^'^ 

oder anders geschrieben: 

Entsprechende Gleichungen erhält man natürlich auch ftir die in die beiden 
anderen Coordinatenrichtungen fallenden Kraftcomponenten. 
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Das hierin vorkommende Integral ist nicht Null und auch seine 
Diflferentialcoefficienten sind es im Allgemeinen nicht. Wir erhalten also 
auch aus dem Riemann^^chtn Gesetze dasselbe Resultat, wie aus dem Weber- 
sehen, dass ein geschlossener galvanischer Strom, und ebenso auch ein 
Magnet, auf jeden in seiner Nähe befindlichen leitenden Körper eine der 
elektrostatischen Influenz ähnliche Wirkung ausüben mtisste. Da dieses 
unserem Erfahrungssatze widerspricht, so können wir auch von dem Rie- 
tnann^chen Gesetze sagen, dtiss es mit der Vorstellung von nur Einer im 
festen Leiter beweglichen Elektridtät nicht vereinbar ist. 

§. 4. Ausdrücke der Kraftcomponenten fUr ein specielles Goordinatensystem. 

Wir wollen nun dazu schreiten, für die Kraft, welche ein bewegtes 
ElektricitÄtstheilchen e von einem anderen bewegten Elektricitätstheilchen c' 
erleidet, solche Ausdrucke abzuleiten, die auch unter der Voraussetzung, 
dass es nur Eine im festen Leiter bewegliche Elektricität gebe, den Erfah- 
rungssätzen entsprechen. 

Gemäss der Annahme, dass die Kraft von der gegenseitigen Lage 
der Theilchen und von ihren durch die Geschwindigkeitscomponenten und 
Beschleunigungscomponenten bestimmten Bewegungszuständen abhänge, 
bilden wir fiir jede der drei in die Coordinatenrichtungen fallenden Compo- 
nenten der Kraft einen allgemeinen Ausdruck, welcher von den relativen 
Coordinaten des einen Theilchens zum anderen, und von den nach der Zeit 
genommenen Diflferentialcoefficienten erster und zweiter Ordnung der Coor- 
dinaten beider Theilchen abhängt- In diesen Ausdruck nehmen wir vorläu- 
fig alle möglichen Glieder bis zur zweiten Ordnung auf, wobei unter Gliedern 
zweiter Ordnung alle Glieder von solchen Formen verstanden werden, wie 
sie durch zweimalige Differentiation nach / entstehen können, die also ent- 
weder einen Differentialcoefficienten zweiter Ordnung oder zwei Differential- 
coefficienten erster Ordnung als Factoren haben. 

Es möge nun zunächst ein rechtwinkliges Goordinatensystem von 
specieller Lage eingeführt werden. Die eine Coordinatenaxe soll nämlich 
durch die beiden Punkte gehen, in welchen die beiden Elektricitätstheilchen 
sich zur Zeit / gerade befinden, und zwar möge die Richtung von e' nach 
e als die positive angenommen werden. Die auf dieser Axe gemessenen 
Coordinaten der beiden Theilchen mögen / und t sein. Die beiden anderen 
Coordinatenaxen können irgend welche auf der ersten und unter einander 
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senkrechte RLchtungen haben. Wenn dann die auf diesen Axen gemessenen 
Coordinaten der beiden Theilchen allgemein mit iw, n und m!, vi bezeichnet 
werden, so ist zur Zeit / zu setzen: 

iii = » = iii=n=0. 
Demnach sind auch die auf diese beiden Richtungen bezüglichen relativen 
Coordinaten m— m' und i»— n' zur Zeit / gleich Null, und nur die auf die 
erste Richtung bezügliche relative Coordinate /— /' hat einen angebbaren 
Werth, welcher gleich der Entfernung der beiden Theilchen von einander 
ist und daher, der obigen Bezeichnungsweise entsprechend, durch r darge- 
stellt werden kann. Daraus folgt, dass bei Anwendung dieses Coordinaten- 
Systems die Functionen der relativen Coordinaten, welche in den Ausdrücken 
der Klraftcomponenten vorkommen, nur Functionen von r sein können. 
Auch in anderer Beziehung bietet dieses Coordinatensystem noch Gelegen- 
heit zu Vereinfachungen dar, indem aus dem Verhalten der in den Gliedern 
vorkommenden Diflferentialcoefficienten unmittelbar ersichtlich ist, dass ge- 
wisse Glieder auf die betreffende Kraftcomponente keinen Einfluss haben 
können, und gewisse Paare von Gliedern einen gleichen Einfluss haben 
müssen. 

Als erste zu untersuchende Kraftcomponente wählen wir die in die 
/-Sichtung fallende aus. Indem wir diese mit Le^ bezeichnen, bilden wir 
den die Grösse L bestimmenden Ausdruck. 

Dieser Ausdruck muss zunächst ein Glied enthalten, welches von 
den Bewegungen der Theilchen unabhängig ist, und die elektrostatische 

Ejraft darstellt. Dieses Glied ist vollkommen bekannt und lautet — • 

r 

Von den anderen Gliedern betrachten wir zuerst diejenigen, welche 
nur Diflferentialcoefficienten der Coordinaten des Theilchens e enthalten. 

Die Glieder, welche nur Einen Diflferentialcoefficienten erster Ord- 
nung enthalten, lauten allgemein: 

j dl A'^^ Af'^^ 

^li' 'IT' "^ Tt' 
worin A, Ä und Ä' Functionen von r bedeuten; aber in Bezug auf die 
beiden letzten lässt sich sofort ein Schluss der oben angedeuteten Art ziehen. 

Das Glied Ä^r ändert nämlich mit -jr sein Vorzeichen. Nun verhält 

Ol dt 

sich aber flir einen in der ^-Axe liegenden Punkt die negative Seite deV 
m-Richtung ebenso zur ^Richtung, wie die positive Seite, und es ist daher 
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in unserem Falle, wo beide Punkte in der /-Axe liegen, kein Grund abzu- 
sehen, weshalb eine Bewegung nach der einen Seite eine andere Kraft in 
der /-Richtung zur Folge haben sollte, als eine Bewegung uach der anderen 
Seite. Demnach muss dieses Glied aus dem Ausdrucke verschwinden, d. h. 
es muss A' =^0 sein. Ebenso kann man auch schliessen, dass A" =: sein 

muss. Es bleibt also von den obigen drei Gliedern nur A -^ übrig. 

Dasselbe gilt von den drei Gliedern 

j d*/^ .,d*m .!, d*n 

von denen die beiden letzten ebenfalls verschwinden müssen, so dass nur 
das erste übrig bleibt 

Was endlich die Glieder anbetriflft, welche zwei gleiche oder ver- 
schiedene Differentialcoefficienten erster Ordnung als Factoren haben, in 
welchen also eines der folgenden Quadrate und Produkte vorkommt: 

/d/y f— V ^— V *f^ Mdn dmdn 
VÄ/' Vd//' VdT/' 'di'dt' irtU' 'dtli' 

80 lässt sich auf die Glieder mit den zuletzt erwähnten Produkten dasselbe 
anwenden, was vorher gesagt wurde. Diese Produkte ändern nämlich ihr 

Vorzeichen mit -irr und ^, während doch sowohl bei der nt-Eichtung als 

auch bei der »-Richtung die negative Seite sich zu den beiden anderen 
Axen gerade so verhält, wie die positive Seite. Glieder mit diesen Produkten 
können also in dem Ausdrucke nicht vorkommen. Da femer die m- und 
«-Richtung sich zur ^Axe geometrisch gleich verhalten, so müssen die 

-ttJ und {j^J gleiche Coefficienten haben. Die betreffenden 

Glieder bilden also eine Summe von der Form: 

Dieser Summe wollen wir folgende etwas abgeänderte Gestalt geben: 

^.©■+^.[(l)*+©"+0'], 

worin Ai an die Stelle der Differenz ^i— -^3 gesetzt ist Nun ist aber, wenn 
r die Geschwindigkeit des Theilchens e bedeutet: 

ijnd die vorige Summe lässt sich daher einfacher so schreiben: 
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Fassen wir nun alle Glieder, welche nur Differentialcoefficienten der 
Coordinaten des Theilchens e enthalten, zusammen und bezeichnen die Summe 
dieser Glieder mit Li, so kommt: 

(8.) 4 = A§+A.§+A.Q\Af>\ 

Ganz entsprechend können wir, wenn wir die Summe der Glieder, 
welche nur Differentialcoefficienten der Coordinaten des Theilchens e' ent- 
halten, mit L2 bezeichnen, schreiben: 

(9.) U = A.f^+A,§+AQ'-\-A,f>''. 

Nun bleiben noch die Glieder zu betrachten, welche ein Produkt 
aus Differentialcoefficienten der Coordinaten beider Theilchen, also eines der 
folgenden Produkte enthalten: 

dl dV dm dm' dn_ dn' 

'dt'W^ 'WW^ dt dt ' 

dl dm' dV dm dl dn' dl' dn dm dn' dm' dn 



dt dt ' dt dt ^ dt dt ^ dt dt ^ dt dt ' dt dt 

Bei den sechs letzten Produkten kann man wieder aus dem Umstände, 

j • .. dm dm' dn dn' .•■ -rr • i. .. i • n i_» 

dass Sie mit -^, -^, -^, -^ ihr Vorzeichen ändern, ganz m der obigen 

Weise schliessen, dass Glieder mit diesen Produkten in dem Ausdrucke der 
Kraftcomponente nicht vorkommen können. Auf das zweite und dritte Pro- 
dukt aber ist dieser Schluss nicht anwendbar, obwohl die Aenderung des 
Vorzeichens auch bei ihnen vorkommt. Wenn nämlich der Differential- 

coefficient -^ sein Vorzeichen ändert, also das Theilchen e seine in der 

m-Eichtung stattfindende Bewegung umkehrt, so verhält sich die jetzige Be- 
wegung zwar zur /-Richtung ebenso, wie die frühere, aber zu der durch 

-TT- ausgedrückten nach der m-Richtung gehenden Bewegung des Theilchens 

e' verhält sie sich anders. Wenn sie früher mit ihr nach gleicher Seite 
ging, so geht sie jetzt nach entgegengesetzter Seite, und umgekehrt. Die 
Coefficienten dieser beiden Produkte brauchen also nicht Null zu werden, 
aber sie müssen unter einander gleich sein, weil die m- und «-Richtung sich 
zur /-Axe geometrisch gleich verhalten. 

Es ergiebt sich also, indem wir die Summe der Glieder, welche 
Differentialcoefficienten der Coordinaten beider Theilchen enthalten, mit L^ 
bezeichnen, folgende Gleichung: 

^' - ^^'df'dt'^'^^^rdr'dr'^'WdrJ' 

13* 
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Diese Gleichung wollen wir in ähnlicher Weise, wie es weiter oben mit 
einem anderen Ausdrucke geschehen ist, umgestalten. Wir schreiben 
zunächst: 

T _ A ^' ^^* A. A (^^ dV dm dn^ dn dn' \ 

^' " '^8"dr"dr+'^'Vdr"dr+"är dt '^'dF^wJ^ 

worin As an die Stelle der Differenz Äq-^Aq gesetzt ist Nun ist aber, 
wenn e den Winkel zwischen den Bewegungsrichtungen der beiden Theilchen 
e und e' bedeutet: 

dl dV , dm dm* . dn dn' . 

und die vorige Gleichung lässt sich daher so schreiben: 

(10.) U = A-^-^ +^9« «'cos 6. 

Nachdem wir vorstehend die einzelnen Gruppen der in L enthaltenen 
Glieder näher bestimmt haben, erhalten wir aus ihnen die ganze Grösse 
L durch Bildung folgender Gleichung: 

(11.) L = -i-+L,+ L,+l3. 

In ganz entsprechender Weise können wir nun auch die in die m- 
und »-Richtung fallenden Kraftcomponenten , welche mit Mee* und Nee* 
bezeichnet werden mögen, behandeln; es wird aber nicht nöthig sein, auch 
diese Behandlung hier vollständig durchzuführen, sondern es wird genügen, 
die zur Bestimmung von M und iV dienenden Systeme von Gleichungen ein- 
fach hinzuschreiben. Es sind die folgenden: 

M » ^''^ _L » ^^^ _r R dl dm 



(12.) 



(13.) 



-1^ jy dl dm' jy dl' dm 

^ It dl dn' „ dl' dn 

^' = ^'^-dt'df+^'-dfdr» 
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§• 5. Ausdrücke der EraftcomponenteD fttr ein beliebiges Coordinatensystem. 

Nachdem flir ein specielles Coordinatensystem die drei Kraftcompo- 
nenten ausgedruckt sind, können wir daraus auch leicht die Kraftcomponenten 
für ein beliebiges Coordinatensystem ableiten. 

Es sei irgend ein rechtwinkliges Coordinatensystem eingeführt, in 
welchem die beiden Elektricitätstheilchen die Coordinaten x^ y, ss und x', y'^ a' 
haben. Die in diese Coordinatenrichtungen fallenden Componenten der Kraft, 
welche e von e* erleidet, mögen durch Xee' y Yee^ und Zcc' dargestellt 
werden, dann handelt es sich darum, die Grössen -X, Y und Z auszudrücken. 

Um X auszudrücken, bezeichnen wir* die Winkel, welche die a:-Rich- 
tung mit den früher angenommenen Coordinatenrichtungen, nämlich der /-, 
m- und n-Kichtung bildet, mit (lx\ (mx) und {nx). Dann ist zu setzen: 

(14.) X = ZrCOs(te)+Jlfcos(iiia?)+iVco8(fMc). 
Man kann aber auch die einzelnen Bestandtheile von X durch die ent- 
sprechenden Bestandtheile von Ly M und N ausdrücken. Bezeichnet man die 
Summe derjenigen in X vorkommenden Glieder, welche nur Differentialcoef- 
ficienten der Coordinaten von e enthalten, mit -Yi, die Summe der Glieder, 
welche nur Diflferentialcoefficienten der Coordinaten von e' enthalten, mit -Xj, 
und die Summe der Glieder, welche Produkte aus Differentialcoefficienten der 
Coordinaten beider Theilchen enthalten, mit Xj^ so gilt für Xi die Gleichung: 

(15.) Xi = Z»! cos (te) + Jtf, cos (mo:) + iVi cos («x), 
und ebensolche Gleichungen gelten flir X2 und X^. 

Setzt man nun in die vorige Gleichung für Li , M^ und Ni die unter 
(8.), (12.) und (13.) gegebenen Werthe ein, und berücksichtigt bei der Addi- 
tion der drei Glieder die Gleichungen: 

dl ,, ^ , dm , ^ , dn , . dx 



(16.) 



l ai ., ^ . am / \ , »» / \ äx 

\-^co8(te)-|--^co8(ma;)-|--^cos(fia:) = -^, 

^*' /i \ • ^'^ / \ 1 d^n , s d^x 

^ COS (te)-}--^ COS (ma:) 4--^ COS (»a:) = -^, 



so kommt: 



Y^ = ^W+^'^dp-^^'-dtli 

\ +[(^^B)^+(^,-5,)g+(^,-5,)(-|)+^r^]cos(te^^ 

Hierin substituiren wir flir cos(/a:) seinen Werth "~ y und zwar 
multipliciren wir mit — die einzelnen innerhalb der eckigen Klammer 
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stehenden Glieder, wüimd wir x—x als gcBcnfiaMa Factor \m\wk itiTli 
der KUmmer üeben liiTiCii 

Foner woDea wir fib* die DiffemdakoeSeicBSea roa I digcaigca 
Ton r einfBhreiL Es ist selK« obea gesa^ da» der Ahmmd r der Tlefl- 
eben e and ^ Toa einaader zar Zeit I eiafach darrh die Diffoeaz l^t dar- 
gestellt wird, weil za dieser Zeit die Coofdiaatea m. a« ai' aad a' gMck 
Naii sind. Will aum aber die Grosse r differeniür en. so mass aiaa daia 
den allganeinea Ansdiaek 

r = |{/-.r»'^^ai^ai'r-f*a-aV 
anwenden, und erst nach roIlzogenerDiffefentiaiion darf aiaa m—wl = a— a' = 
setzen. Ffir die Diffomtiation ist noch zn bemeikea. daas sieh die Cow- 
dinaten /^ a^ a nnr durch die Bew^nng des Thdlehais e and die Coor- 
dinaten f, mi, m nur darrh die Bew^ang des Theilehais e' indem, wihrend 
r sich dnrch die Bewegung beider Theilchen inderL Die den beiden ein- 
zelnen Bewegungen entsprechenden Aenderangen toh r kann man dadardi 
von einander unterscheiden, dass man r als Fanction der Ton den beiden 
Theilchen beschriebenen Bahnlingen t and t . and diese Bahnlingen ü uer s e üa 
als Functionen Ton t betrachtet Dann kum man die D ifferent iitionen, welche 
sich nnr aof die Bewegung des Theflchens e benehen. so aasAhren: 



+|[(l)V(^)V($y] 



In diesen Gleichungen kann nun 

«— «' = a— a' = und /— r = r 
gesetzt werden, und zugleich kann man setzen: 

Aus den dadurch entstehenden Gleichungen ergeben sich für die Diflferential- 
coefficienten von / folgende Ausdrücke: 



")■ 
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Diese Ausdrücke haben wir in (17.) einzusetzen, wobei wir der 

Gleichförmigkeit wegen auch u^ durch Q^j ersetzen wollen. Für die dann 

in der eckigen Kllammer stehenden Functionen von r, mit welchen die 
Differentialcoefficienten multiplicirt sind, wollen wir zur Abkürzung die ein- 
gehen Zeichen C, Cj, Cj und Cj emführen. Dann lautet die Gleichung: 

V D^ I D ^'^ 1 n dr dx ds 

Ganz ebenso erhält man: 

\r D ^ f D ^'^ . j^ dr dx^ds' 

Was nun noch die dritte zu bestimmende Grösse X^ anbetrifft, so hat 
man, um sie auszudrücken, in die Gleichung 

-X3 = L3C0&{lx) + MyC0&{mx)+NiC0B{nx) 

für I3, ^3 nnd Ni die unter (10.), (12.) und (13.) gegebenen Werthe ein- 
zusetzen. Wenn man dann bei der Addition der drei Glieder wieder die 
erste der Gleichungen (16.) berücksichtigt, so kommt: 

«. jy dl dx^ j^ dP dx 

^' = ^''d^'dr+'^''dfdt 



+ [(^ — ^6 — B7) -^ ^ + Agf)f>' cos Bj cos {Ix) , 



welche Gleichung sich dem Obigen entsprechend auch so schreiben lässt: 

l Y _ p dr da^ ds j^ dr dx ds* 
"" ^'d^'dtW'^^'ds^ir'df 

(22.) ^ ^ ^ ^^ 

Nachdem die drei Grössen ^i, X2 und X^ ausgedrückt sind, kann 
man die ganze Grösse X aus der Gleichung 

(23.) X = ^+X,+X,+X, 

erhalten. 

Ebenso kann man natürlich auch die Grössen Y und Z darstellen, 
wozu man in den vorstehenden Gleichungen nur die speciell auf die a;-Axe 
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bezüglichen Grössen dorcli die entsprechenden, auf die y-Axe oder auf die 
a-Axe bezüglichen Grössen zu ersetzen hat, während man alles auf r be- 
zügliche unverändert beibehält. 

Es kommt nun darauf an, die in den Gleichungen (20.), (21.) und 
(22.) vorkommenden, bisher unbestimmt gelassenen Functionen von r zu be- 
stimmen. 

§. 6. BestimmuDg der in X, vorkommenden Functionen. 

Um zunächst die in -Xj vorkommenden Functionen theilweise zu be- 
stimmen, möge von dem Satze Gebrauch gemacht werden, welcher schon 
in den §§. 2 und 3 angewandt wurde, nämlich dass ein in einem ruhenden 
Leiter stattfindender geschlossener und constanter gcUeanischer Strom auf ruhende 
Elektrioität keine bewegende Kraft ausübt. 

Wir denken uns also, wie in §. 2, im Punkte a?, y, a eine ruhende 
positive Elektricitätseinheit, und im Punkte a?', y', a' ein Stromelement ds' 
befindlich, welches letztere aus der sich bewegenden positiven Elektricitäts- 
menge h'ds' und aus der ruhenden negativen Elektricitätsmenge —h'ds' be- 
steht Diese beiden Elektricitätsmengen üben auf die ruhende Elektricitäts- 
einheit Kräfte aus, deren in die a:-Richtung fallende Componenten sind: 

AW(^+X,) und -AW^. 

Die Summe dieser beiden ist die a;-Componente der von dem Stromelemente 
auf die Elektricitätseinheit ausgeübten Kraft, welche Componente, wie früher, 

mit -rrds' bezeichnet werden möge. Wir erhalten also die Gleichung: 



d^ 

du 



ds = h ds X2* 



ds' 

Hierin haben wir fttr X2 den unter (21.) gegebenen Ausdruck zu setzen. 
Dabei wollen wir statt 

da/ , dV 

und 



dt " dt' 

die gleichbedeutenden Formeln 

^d^ . d^fä^\\^d^ 

ds' dt ™^ da" \di J'^ ds' dt* 

anwenden und wegen der Voraussetzung, dass der Strom constant sei, 

dV 

^Tr = setzen. Dann lautet die Gleichung: 
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Dieser Ausdruck muss, jenem Satze nach, bei der Integration über 
einen beliebigen geschlossenen Strom Null geben. Wenn aber das Integral 
des ganzen Ausdruckes, unabhängig von der Stromintensität, Null sein soll, 

d^ /ds'\* 

80 müssen die Integrale der beiden mit -^ und i^-jr) multiplicirten Glieder 
einzeln Null sein. Die in den beiden eckigen Ellammem stehenden Aus- 
drücke müssen demnach vollständige Differentialcoefficienten nach s' sein, 
ohne dass dazu zwischen r und x' irgend eine specielle Relation angenommen 
zu werden braucht. 

Wenn der erste Ausdruck ein Diflferentialcoefficient nach s' sein soll, 
so kann er, wie man sofort aus seiner Form ersieht, nur gleich 

sein, und dazu ist erforderlich, dass die Gleichung 

(25.) C, = - ^ 

erfüllt ist 

Ebenso ist beim zweiten Ausdrucke, wenn man die Glieder, welche 
Differentialcoefficienten zweiter Ordnung enthalten, in's Auge fasst, sofort ersicht- 
lich, dass er nur mit folgendem Differentialcoefficienten übereinstimmen kann : 

wozu erforderlich ist, dass die Gleichungen 

B - ^-C 

(26.) U ^dC, 

C, = 
erfüllt sind. 

Auf diese Weise sind die in der Gleichung (21.) vorkommenden sieben 

unbestimmten Functionen auf drei zurückgeführt, und jene Gleichung lässt 

sich nun so schreiben: 
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§-• 






4er ia X Toaki 

Bei der Behandlong der Grosse X^ können wir einen dem Torigen 
ähnlichen Erfahrang^sasz imwenden« nSmlieh den folgenden: eime rukemde 
Elektriciiäiswtemge mbt amf eimen im eimem rwkemdem Ltiier stattfimdemdem ge^ 
seklossemem tmd eamstamtem gmltm miitk e m Strom keime Ermp amg. 

Dieser Satz bedarf noch einer Erllmemng. Wenn irgendwo Ellek- 
tricität Ton Einer Art« also z. R podnve Oektriciiit angehinft ist. so fibt 
diese auf jeden in ihrer Xihe befindlichen leiienden Korper die elektrosta- 
tische Inflnenzwirkimg ans. und diese Wirkung mnss natSrlich auch Aef 
Leiter des galvanischen Stromes erleiden. Der obige Satz sagt nur ansi 
dass er ansser dieser Wirkung nicht noch eine besondere, dorch den Strom 
bedingte nnd daher von der Stromstärke abhingige Wirkmg erleide. Da« 
bei ist noch zn bemerken* dass. wenn ein geschlossener galvanischer Strom 
eine solche Wirkung erlitte, anch ein Xagnet sie t^leiden mflsste. Man 
hat aber immer beobachtet, dass rahende OektricitSt auf einen rahenden 
Magneten nnr in derselben Weise wirkt, wie auf ein nnmagnetisches Me- 
tallstUck von derselben Form nnd Grösse. Demnach wird man den obigen 
Satz wohl ohne Bedenken als einen feststehenden Erfahrnngssatz anerkennen. 

Um diesen Satz anzuwenden, denken wir nns im Punkte t\ t^y s' 
eine rnhende ElektricitStseinheit nnd im Punkte r, fß, s ein Stromelement 
cb« welches die bewegte Elektricititsmenge Us und die ruhende Elektricitita- 
monge — Ms enthSlt. Die x-Oomponenten der KrSfie. welche diese beiden 
von der ruhenden KlektricitiUseinheit erleidtso. ^nd: 

Msi^'—^X^ und -AA^^. 

1 >omnach wird die x-Comin^nente der Kraft, welche das Stromelement von 
der IClektricitätseinheit erleidet, durch das Produk: kdsX^ dargestellt, worin 
rtlr A\ der unter v-^^-^ gegebene Ausdrack zu setzen ist. Wenn wir dabei 
wieder ftlr ^^ und ^y die Formeln 

dr Js . dV d^Y . dr iTs 

ds di '^^^^^^ ds'^dt^^ d$ A* 



uinvomlon. und zugleicK weil der Strom constant sein solL 
HO lautet dor Aufdruck: 






= 8etz^ 



4«.i^ +«.-t- 1-+('^. -^ -«^(sy+'^i^'-'-^Kw)! 
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Hieraus können wir nun zunächst ganz entsprechende Schlüsse ziehen, 
wie im vorigen Paragraphen. Wenn nämlich die Elektricitätseinheit auf den 
ganzen Strom keine nach der x-Richtung gehende Kraft ausüben soll, so muss 
das auf den ganzen Strom ausgedehnte Integral des Ausdruckes Null sein, 
und daraus erhält man, entsprechend den Gleichungen (25.) und (26.), die 
Gleichungen: 

r ~ ^* 

Ausserdem können aber im vorliegenden Falle noch weitere Schlüsse 
gezogen werden. Der Satz sagt nämlich nicht nur aus, dass die Elektrici- 
tätseinheit den Strom nach keiner Richtung zu bewegen sucht, sondern auch, 
dass sie ihn um keine Axe zu drehen sucht, und daraus ergeben sich eben- 
falls gewisse Gleichungen. 

Da die Wahl der Axe beliebig ist, so wollen wir die durch den 
Punkt x', y\ a' gehende, der a-Axe parallele Gerade als Axe wählen, und 
für sie das Drehungsmoment bestimmen. Der obige Ausdruck flir die x- 
Componente der Kraft, welche das Stromelement d» von der ruhenden Elek- 
tricitätseinheit erleidet, lässt sich in Folge der Gleichungen (28.) in nachstehende 
Form bringen: 

hds-y-'9 

ds ^ 

worin P eine durch folgende Gleichung bestimmte Grösse ist: 

(29.) P = St.-..)* +[B,^+C.(x-«')^](^)-. 

Ebenso gilt für die y-Componente jener Kraft der Ausdruck: 

Ad»— r-, 

ds ' 

worin Q durch folgende Gleichung bestimmt wird: 

(30.) Q = ß(,V)-|+[B.f+C,(,-,0-*-](y)' 
Hieraus ergiebt sich für das Drehungsmoment dieser Kraft der Ausdruck: 

»[(«-•)i-(»-»')f]*- 

Wenn nun die ruhende Elektricitätseinheit einen geschlossenen Strom 
nicht zu drehen sucht, so muss das Integral dieses Ausdruckes für 

14* 
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jeden geschlossenen Strom Null sein. Der Ansdrack lässt sich auch so 
schreiben: 

' hi[ix-x')Q-(:y-y')p-]ds-h(Q^-P^)d,, 

und da hierin das erste Glied ein Differential ist, welches jedenfalls bei der 

Integration Null giebt, so mnss auch das zweite Glied Null geben. Dieses 

nimmt aber, wenn für P und ß die in (29.) und (30.) gegebenen Werthe 
gesetzt werden, folgende Form an: 

*[(.-.')$-(,-,^$].[B^+C,*(^)>, 

und man sieht sofort, dass dieser Ausdruck kein vollständiges Differential 
ist, und nur dann für jeden geschlossenen Strom das Integral Null geben 
kann, wenn er selbst durch den in der zweiten eckigen Klammer stehenden 
Factor Null wird. Damit aber dieser Factor, unabhängig von der Strom- 
stärke, Null werde, muss sein: 

(31.) 5 = und Ci = 0. 

Verbindet man diese neuen Gleichungen mit den unter (28.) gegebenen, so 
gehen die letzteren über in: 

(32.) C = 0; ^2 = ^; Ci = 0; Ca^O. 

Dadurch sind die sieben in dem Ausdrucke von Xi vorkommenden 
unbestimmten Functionen auf Eine reducirt, und die Gleichung (20.) geht 
über in: 

d /t» dx\/ds\* . r^ dx d*s 



(33.) jr. = A(B,^)(-)+B,^ 



dt' 



§. 8. BesfimmuDg der in X, vorkommenden Functionen. 

Um nun die in X^ vorkommenden Functionen zu bestimmen, wollen 
wir die gegenseitige Einwirkung zweier in ruhenden Leitern stattfindenden 
Ströme betrachten. 

In den Punkten x, y, ss und x', y', ss' seien zwei Stromelemente ds 
und ds', welche die bewegten Elektricitätsmengen hds und h'ds' und die 
ruhenden Elektricitätsmengen —hds und —h'ds' enthalten. Um nun die 
Kraft zu bestimmen, welche das Stromelement ds von dem Stromelemente 
ds' erleidet, müssen wir die vier Kräfte betrachten, welche die Menge hds 
von den beiden Mengen h'ds' und —h'ds' und die Menge — AA von den 
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beiden Mengen h'dt' und —h'ds' erleidet Die in die a;-Richtung fallenden 
Componenten dieser vier Kräfte sind: 

hh' d$ d$' {'~f- +X,+X,+ X,) , 



-hh'dsds'C^+X,), 



hh'dsds'-— 

Durch Addition derselben erhalten wir für die a:-Componente der Kraft, 

welche das Stromelement ds von dem Stromelemente ds' erleidet, einfach 

das Produkt 

hh' ds ds' X^ , 

worin wir für X^ den in (22.) gegebenen Ausdruck anzuwenden haben. 

Dem letzteren wollen wir aber erst noch eine für die Integration 

geeignetere Gestalt geben. Die darin vorkommende Grösse cos€ können 

wir durch einen Differentialcoefficienten ersetzen. Aus der Gleichung 

erhält man nämlich durch zweimalige Differentiation: 

^^^'^ dsds' ~ ^\dsds''^ dsds''^ dsds'/^ 

und da der rechts in Klammem stehende Ausdruck nichts anderes ist, als 
cos€^ so kommt: 

(35.) C0S6 = -y-^- 

dm 

Wenn wir diesen Ausdruck für cos« einsetzen und zugleich statt -rr und 

daf ..j • T» "L :!• rk :i 1 j. dx ds , da/ ds' , 

^ , Wie m den vorigen Paragraphen, die Produkte -t- -^ und ^ -tt anwenden, 
so lautet die Gleichung (22.): 

.^n. Y dsds'Tj^ drdx' j^ dr dx f^ dr dr 1 ^ cfV) V^ f.l 

dt* dir 

Hieraus soll nun noch das Produkt ^-tz-jj fortgeschafft werden. 

Dazu möge eine Function E von r eingeführt werden, welche zu C^ 
in folgender Beziehung steht: 



E ^frdrf^dr. 
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woraus folgt: 

Differentiiren wir diese Function E nach t nnd t, so können wir den 
Differentialcoefficienten folgende Formen geben: 

dE _ dE dr _ l dE d;y) 
ds dr ds 2r dr ds 

d'E ^ J_dEd':r'l i d /i dE\ dr rfV*} 
dsdt^ "" 2r drdsd^'^ 2 dr\r dr^dM^^T 

" 2r dr dsd^^^di d^' 

und wir erhalten daher: 

r —— = i dE d'lr^ d'E 



<ifiis' 2r dr dsdtT^ dsd^ 

Setzt man diesen Werth von ^^3^ üi die Gldchnng (36.) ein« nnd wendet 

dabei ffir 

i dE\ 



tC^+I 



dry 

das yereinfiiehte Zeichen £1 an« so kommt: 

(37.) X. = ^-[z,*g+ft*$+(E,5g+^)(.-0]- 
Femer kann gesetzt werden: 

nnd wenn man dabei noch znr Vereinfachung die Zeichen £2 und Ey mit 
den Bedeutungen 

£, = fi5+^ und E,^B,^^ 
einführt, so geht die Gleichung (37.) über in: 

Den so umgestalteten Ausdruck von Xy multipliciren wir mit hh'dsds'y um 
die x-Componente der Kraft zu erhalten, welche das Stromelement ds von 
dem Stromelemente ds' erleidet 

Ffihrt man dann« um die x-Compouente der Kraft welche das Strom- 
element ds Ton dem ganzen als geschlossen Torausgesetzten Strome t' er- 
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leidet, zu erhalten, die Integration nach s' aus, so treten dabei einige Ver- 
einfachungen ein. Das letzte Glied des vorigen Ausdruckes ist nämlich ein 

Diflferentialcoefficient nach «' und im vorletzten Gliede ist der Factor -r- 

^ ds 

von s' unabhängig, so dass er bei der Integration als constant behandelt 

dr 

werden kann, und der andere Factor ^3^ ist wiederum ein Diflferential- 
coefficient nach s'. Beide Glieder geben also bei der Integration über einen 
geschlossenen Strom den Werth Null, und es bleibt: 

(39.) hh'ds/x^ds' = M'^^*/[£;,(x-.')^+E,|.g->'. 

Wenn man diesen Ausdruck auch noch nach s integrirt, so erhält 
man die Kraft, mit welcher der Strom s' den ganzen Stfom s nach der x- 
Richtung zu verschieben sucht. Diese Integration bringt für den Fall, dass 
auch der Strom s geschlossen ist, wiederum ein Glied zum Verschwinden. 

dr dou ds^ 

In dem Gliede ^2-^^ ist nämlich der Factor ^ von s unabhängig und 

dr 

der andere Factor Ei-^ ist ein Diflferentialcoefficient nach s und giebt so- 
mit bei der Integration Null. Es kommt also: 

(40.) hh'f/Mds' = hh'^^//E,ix-.')^dsd,'. 

Dieses Resultat können wir mit einem vollkommen feststehenden 
Ergebnisse der -4i»p^eschen Theorie vergleichen, indem diese Theorie, 
soweit sie sich auf die von geschlossenen Strömen auf einander aus- 
geübten Kräfte bezieht, als durchaus zuverlässig anzusehen ist. Nun wird 
nach dieser Theorie die Kraft, mit welcher ein geschlossener Strom s' einen 
anderen geschlossenen Strom s nach der a:-Richtung zu bewegen sucht, 
durch den Ausdruck 



'-l^iijj a Qosedsds' 



dargestellt, worin t und t' die beiden Stromintensitäten sind, und k eine Con- 
stante bedeutet. Diesen Ausdruck kann man, wenn man t und t" durch h-j- 

' at 

ds' I d*(r*) 

und M-^ und cos«, gemäss Gleichung (35.), durch — -ö- .V^ ersetzt, in 
folgende Gestalt bringen: 
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und wenn man ihn dann mit dem in (40.) gegebenen Aosdracke vergleicht, 
80 sieht man, dass zu setzen ist: 

(41.) £,= 27?- 

Um auch noch die andere in (39.) vorkommende, mit E2 bezeichnete 
Function zu bestimmen, wenden wir den ebenfalls thatsächlich feststehenden 
Satz an, dcus ein in einem ruhenden Leiter stattfindender geschlossener und 
constanter gtüeanischer Strom einen anderen in einem ruhenden Leiter statt- 
findenden geschlossenen galvanischen Strom in seiner Intensität nicht zu 
ändern sucht. 

Der in (39.) gegebene Ausdruck, welcher nach Einsetzung des eben 
gefundenen Werthes von Ei lautet: 

AV * ^ A /T ^(^-0 d*(r') ,„ dr dx'l , 

bedeutet seiner Entwickelung nach die a:-Componente deijenigen Kraft welche 
der geschlossene Strom «( auf das Stromelement ds, also auf die beiden in 
dem Leiterelemente ds befindlichen Elektricitätsmengen hds und —hds aus- 
übt Nun ist aber die negative Elektricitätsmenge —hds in Ruhe, und auf 
ruhende Elektricität kann nach dem in §. 6 angewandten Satze der geschlossene 
galvanische Strom keine Kraft ausüben. Demnach lässt sich der obige 
Ausdruck auch in dem Sinne auffassen, dass er die x-Componente deijenigen 
Kraft bedeutet, welche der geschlossene Strom s' auf die in dem Leiterelemente 
ds befindliche positive Elektricitätsmenge hds ausübt. 

Um auch die in die Richtung des Elementes ds fallende und somit 
auf Stromverstärkung hinwirkende Componente dieser Kraft bequem darstellen 
zu können, wollen wir dem Ausdrucke noch eine etwas veränderte Gestalt 
geben. Aus der Gleichung 

r' = {x-xy+iy-yy+i^-^y 

folgt nämlich: 

( dxds' d^' 

Wenn man mittelst dieser Gleichungen x—x und ^ aus jenem Ausdrucke 
eliminirt, und zugleich ^ in der Form ^ — ^ schreibt, so geht er über in: 

• dt dt J Lr^ dx dsdsr r ds dxds' J 
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Will man nun statt der in die willkürlich gewählte x-Richtung feilenden 
Componente der Kraft die in die Richtung des Elementes ds fallende Com- 
ponente haben, so braucht man nur die Differentialcoefficienten nach x durch 
entsprechende Differentialcoefficienten nach s zu ersetzen, wodurch man 
erhält: 

* dt dt J Lr^ ds dsds' r ds dsds' J 

^ oder anders geschrieben: 

Dieser Ausdruck stellt die in einem einzelnen Elemente ds im Sinne 
der Stromverstärkung wirkende Kraft dar. Soll nun die Intensität des Stromes 
ungeändert bleiben, so muss das über den ganzen geschlossenen Strom s 
ausgedehnte Integral dieses Ausdruckes Null sein. Das in dem Ausdrucke 
schon vorkommende über den Strom s' zu nehmende Integral 

mit welchem das Element ds multiplicirt ist, muss also entweder die Form 
eines Differentialcoefficienten nach s haben, oder Null sein. Da nun das 
erstere durch keine Form der Function E2 zu bewirken ist, so muss man E2 
so bestimnien, dass das Integral Null wird, was erfordert, dass man setzt: 

k £, 

••* f* * 

worin c irgend eine Constante bedeutet, indem nur dadurch der unter dem 
Integralzeichen stehende Ausdruck ein Differential und somit das Integral 
selbst für jeden geschlossenen Strom Null werden kann. 
Aus dieser Gleichung folgt: 

E2 = —5 — er. 

r 

Da nun aber das hierin vorkommende Glied — er in dem Ausdrucke von -X^ 
ein Glied geben würde, welches mit wachsendem Abstände r grösser würde, 
und ein solches Glied in dem Ausdrucke der Kraftcomponente nicht vor- 
kommen kann, so muss die Constante c gleich Null gesetzt werden, und 
man erhält somit zur Bestimmung von E2 die Gleichung: 

(43.) E2 = -^. 

Es sind also von den vier in dem unter (38.) gegebeneu Aus- 
drucke von X3 vorkommenden unbestimmten Functionen von r zwei be- 
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stimmt, und durch EmsetzoBg fluer Werdie geht die Glekliiiiig (38.) 
Über in: 

§. 9. Anwendimg der Indactionsgeselze. 

Während wir bisher nur constante Strome in nihenden Leitern be- 
trachtet haben, wollen wir jetzt von der Beschrinknng, das» die Strome 
constant seien, absehen und femer noch die Annahme machen, dass der Leiter 
s sich bewege. Der Einfiehheit wegen wollen wir aber Tonmssetzen, dieser 
Leiter ändere seine Crestalt nicht, nnd bewege sich nnr mit sich selbst 
parallel, so dass alle seine Elemente während des Zeitelementes dt ein gleich 
grosses Wegelement da nach gleicher Richtung zorficklegen. 

Dann hat jedes in dem Leiter $ befindliche positive Elektricitita- 
theilchen gleichzeitig zwei Bewegungen, die. mit welcher es sich im Leiter 

bewefil, nnd deren Creschwindigkeit -^ ist nnd die. mit welcher der Leiter 

sich bewegt nnd deren Greschwindigkeit -^ ist Demnach mfissen die auf 

die Bewegung dieses Elekcricitätstheilchens bezQglichen Difierentialcoef- 
ficienten nach I jetzt anders ausgedrückt werden als firOher. Statt eines 
Ausdrockes von der Form 

dV ds 
ds di^ 

worin U irgend eine von der Lage des Elektricitätstheflchens abhängige 
Grösse bedeutet muss jetzt gesetzt werden: 

dU ds ^ dr da 
ds di * da dl^ 

und statt eines Ausdruckes von der Form 

-drYds\\ydV d's 



ds\ ds 



y\diy ' ds di* ' 

worin V noch irgend eine zweite von der Lage des EUektricitätstheilchens 
nbhiingigt' Ciriisse bedeutet, muss jetzt gesetzt werden: 

d$\ dsJ\diy'^lda\ dsy^ ds\ daJl dl dl '^ daV daAdiJ 

ydV d*s ydVd^a 

Wollen wir nun die x-Componente der Kraft bestimmen, welche die 
in d9 betlndlicbe positive Elektricitätsmenge hds von der in ds' befindliche 
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positiven Elektricitätsmenge h'ds erleidet, so haben wir für dieselbe, wie 
früher, den allgemeinen Ausdruck 

zu bilden, darin aber jetzt flir -^i, X2 und -X3 diejenigen Ausdrtlcke zu setzen, 
welche aus (33.), (27.) und (44.) durch die vorstehend angedeuteten Aen- 
derungen hervorgehen, nämlich: 

Y d fj. dx\fds^ V d /„ dx\ d /„ dx^ ds da 

,^' = -diy^'-diJVdtJ-^Vd^^^^^ 

^ ^ , d fr, dx\/da\* . rt dxd's , „ dx d'a 

+di\^'dFATt)+^'-d^dF+^'dSW' 

X _ d[B,(x-xfy] d^ .dTj.dx'^ , dr-l /ds'\' 

(4o.) { 

_ { h(x-a^) d\r') k dr da:^ dr dx d'[E(a?->a;^)] ) ds ds' 

^ "" < 2r' dsds' "^r» ds ds''^^ds' ds "^ dsds' ) dt dt 

\ K^-^') ^'(^') k drdx' j^ dr dx d'[E(x-x')] ) da ds' 
"^ t 2r» darf«' "*■ r' da ds' "^^^d^ da"^ dads' ) dt dt ' 

Wollen wir femer die a:-Componente der Kraft bestimmen, welche 
die in cb befindliche positive Elektricitätsmenge hds von der in ds' befind- 
lichen negativen Elektricitätsmenge — h'ds' erleidet, so brauchen wir in den 

vorigen Ausdrücken nur h'ds' durch — h'ds' zu ersetzen und femer, weil die 

ds' 
in ds' befindliche negative Elektricität in Ruhe ist, — = zu setzen. Da- 
durch wird -¥2 = und -Y3 = , während Xi ungeändert bleibt. Demnach 
reducirt sich der Ausdrack dieser Kraftcomponente auf 

-hh'dsds'^^+X.y 

Daraus ergiebt sich für die a:-Componente der Kraft, welche die in ds be- 
findliche positive Elektricitätsmenge hds von ^em Stromelemente ds', also, von 
den beiden Elektricitätsmengen h'ds' und --h'ds' zusammen, erleidet, der Ausdrack : 

hh'dsds'{X2 + X,). 

Integrirt man diesen Ausdrack nach «', so erhält man die a;-Com- 
ponente der Kraft, welche die in ds befindliche positive Elektricitätsmenge 
hds von dem ganzen Strome s' erleidet, und es gilt also, wenn man diese 
Kraftcomponente mit de hds bezeichnet, die Gleichung 

(48.) de = h'f{X,+X,)ds', 

15 • 
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worin man für X2 und X^ die unter (46.) und (47.) gegebenen Ausdrucke 
zu setzen hat Bei der Ausführung der Integration geben alle in jenen 
Ausdrücken vorkommenden Glieder, welche die Form von DiflFerentialcoeffi- 
cienten nach s* haben, Null, und können daher fortgelassen werden, so dass 
man erhält: 

^ " (ft dtJ L 2r' dad^^r' dadt'2 

Diese Gleichnng kann man noch mittelst der schon im yorigen Paragraphen 
angewandten Gleichungen: 

x-x' = r^ und ^ = -i^ 
umformen in: 

(ÖU.) ^ +ilfÄ ^ atJ l dx dsds'^ ds dxds'}^ 

dL rfl 

■^*^^ dt dtJ l dx dads'^ da dxds'J^' 

Um aus diesem auf die x-Richtung bezüglichen Ausdrucke den ent- 
sprechenden auf die Richtung des Elementes ds bezüglichen Ausdruck ab- 
zuleiten, brauchen wir wieder nur die Diflferentialcoefficienten nach x durch 
solche nach s zu ersetzen. Dann heben die unter dem zweiten Integral- 
zeichen stehenden beiden Glieder sich gegenseitig auf, und wir erhalten, 
wenn wir die in die Richtung des Elementes ds fallende Componente der 
Kraft, welche die Elektricitätsmenge hds von dem Strome s' erleidet, mit 
(Bhds bezeichnen, die Gleichung: 

(51.) { ,i_ .± 

"^*** dl 'dxJ L ds dads''^ da dsds'j"'' 
Das Produkt <Bd» ist dasjenige, was man die in dem LeUerelememie 
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ds inducirte elektromotorische Kraft nennt, und demnach stellt das Integral 

/®d8 die in dem ganzen Leiter s inducirte elektromotorische Kraft dar. 

Die Integration nach s bringt wieder ein Glied zum Verschwinden. 
Betrachten wir nämlich das Doppelintegral 



// 



"' ■^-•^^.w. 



ds dads' 

so ist zu bemerken, dass die Grösse 



dads' "" \dG ds' '^ da d^ '^ da ds'J^ 



welche wir auch durch —2 cos (er*') bezeichnen können, wenn {as') den Winkel 
zwischen dem von ds zurückgelegten Bahnelemente da und dem Strom- 
demente ds' bedeutet, von s unabhängig ist, weil der ganze Leiter s sich 
mit sich selbst parallel bewegt, und somit alle seine Elemente eine und 
dieselbe Bahnrichtung haben. Man kann also das obige Integral so schreiben: 

*/ dads'J ds 

Hierin lässt sich die Integration nach s sofort ausführen, und giebt für einen 
geschlossenen Strom Null. 

Betrachten wir ferner das andere Doppelintegral 



// 



"' ■''n**'. 



da dsds* 

SO können wir hierin, da der Differentialcoefficient .^.^ , welcher nach (35.) 

gleich —2 cos« ist, sich bei der Bewegung des Leiters s nicht ändert, und 
somit von a unabhängig ist, setzen: 

dl 

r dXr') ^ d r 1 dXr') 1 
da dsds' "" da L r dsds'J^ 

und da femer die Grösse a, nach welcher hier differentiirt werden soll, von 
den Grössen s und «', nach welchen der ganze Ausdruck integrirt werden 
soll, unabhängig ist, so können wir die Differentiation nach a auch ausser- 
halb der Integralzeichen andeuten, und demnach statt des obigen Doppel- 
integrals schreiben: 

daJJ r dsds' 
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Wir erhalten daher zur Bestiniiaung der im Leiter s indncirten elek- 
tromotorischen Kraft die Gleichung: 

Auf diese Gleichung wollen wir nun den Satz anwenden, dass, wenn 
entweder der Leiter s in einer bestimmten Lage in der Nähe des Leiters s' ver- 
harrt, aber im letzteren die Stromstärke eon Null bis zu einem gegebenen 
Werthe wächst, oder die Stromstärke in s' unveränderlich diesen Werth hoU, 
aber s sich aus unendlicher Entf&mung bis zu jener Lage heranbewegt, in beiden 
Fällen eine gleich grosse Inductionswirkung in s stattfindet. 

Um die während irgend einer Zeit stattfindende Inductionswirkung 
zu bestimmen, haben wir den Ausdruck, welcher die inducirte elektromo- 
torische Kraft darstellt, mit dt zu multipliciren und dann über die betreffende 

Zeit zu integriren. Im ersten der beiden vorher genannten Fälle ist nun -^r = 0, 

so dass das zweite Glied des in (52.) gegebenen Ausdruckes verschwindet, 
und im ersten Gliede ist das Doppelintegral von der Zeit unabhängig und 

nur der als Factor vor demselben stehende Differentialcoefficient -^ ist 

ds' 

nach / zu integriren und giebt -^- Die in diesem Falle stattfindende In- 
ductionswirkung ist daher: 

^^-dTjJ \r^'-diM^^'-d^-d^\^'^' 

Im zweiten Falle ist -^ = 0, so dass das erste Glied des Ausdruckes ver- 
schwindet, und das zweite Glied lässt sich sofort nach / integriren, und giebt: 

Diese beiden Grössen müssen, jenem Satze nach, unter einander gleich 
sein, ihre Differenz muss also den Werth Null haben, und man erhält daher 
die Gleichung: 

(53.) //[(l+ß.)S^-C.*ö]**. = 0. 

Das zweite in der eckigen Klammer stehende Glied können wir noch so 
umändern : 



1 
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und da von den beiden hier auf der rechten Seite stehenden Gliedern das 
erste bei der Integration über einen geschlossenen Strom s Null wird, so 
geht die vorige Gleichung über in: 

Wenn diese Gleichung fttr jede zwei geschlossene Ströme erfüllt 
sein soll, so muss der vor dem Differentialcoefficienten zweiter Ordnung 
als Factor stehende Ausdruck constant sein, und wir können also, wenn a 
eine Constante bedeutet, setzen: 

(55.) JL + B,+/c,dr = a. 

Fassen wir nun das Integral mit der Constanten a in ein Zeichen zusammen, 
indem wir setzen: 



G 



^ Jc^dr — a^ 



so erhalten wir: 



(56.) 






c. = 



dr 

Hierdurch sind wieder zwei der nnbestimmten Functioiieii , welche 
in dem Ausdrucke von Xj noch vorkommen, auf Eine zurückgeführt, und 
die unter (27.) gegebene zur Bestimmung von A, dienende Gleichung geht 
jetzt über in: 

oder anders geschrieben: 

.^ "" rfy dt '^ds'l r ds''^ ds' )\dtJ 

^ '^ ^ { k daf d[G(x-a/y] ) dV 

'^i r ds''^ ds' ) dt* ' 

§. 10. ZusammenfasBung der bisher gewonnenen Resultate. 
Nachdem durch die in den Paragraphen 6. bis 9. angestellten Be- 
trachtungen die Ausdrücke von Jfi, ^2 und -X3 die unter (33.), (57.) und 
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(44.) gegebenen vereinfachten Formen gewonnen haben, wollen wir sie in 
die Gleichung (23.), nämlich 

X = ^^+x, + x,+x, 

einsetzen. Dadurch erhalten wir zur Bestimmung der a?-Componente der 
Kraft, die ein Elektricitätstheilchen, welches während der Zeit dt den Weg ds 
zurücklegt, von einem anderen, welches während derselben Zeit den Weg 
ds zurücklegt, erleidet, die Gleichung: 

Y _ x—af , d fjy ^^V^*V_i_ » ^^ ^'* d[Bg(a;— a?")] ds^ 
^ - ~^'^ds\^Us)\Tt)'^^^di~de d? dT 

4- A { h daf d[G(x-ixrj\ ) fd^\\ \ k dx' d[G(x-x'y] ) dV 
'^ds'l rd*'+ ds» \\dty'^\ rds'"^ ds' ) dt^ 

{ k(x-a^) dXr^) . k dr dx^ „ dr dx d*[E(x-x^)] ) ds ds' 
"*"( 2r» dsds^'^r* dsds'^^ds'ds'^ dsds' l dt dt' 

Hierin lassen sich einige Vereinfachungen machen. Bedenkt man, 
dass x' nur von s', dagegen r von s und s' abhängt, so sieht man, dass man 
schreiben kann: 

d fk cte^ydg^Y ^ dx' d's' k dr dx' ds ds' _ _k—fA.^^ 

ds'\r ds'AdtJ r ds' dt* '^ r* ds ds' dt dt "" ^ dt\r dt)^ 

wodurch sich drei der oben vorkommenden Glieder in eines zusammenziehen. 
Femer kann man aus denselben Gründen schreiben: 

— (n ^V^V 1 P ^^ ^^^ _ ^(n da;\ dB^ dr dx ds ds' 
ds\^ds)\di)'^^~ds'W " Tt\^'di) ür' ds'^dsdt'dt' 

Setzt man dabei zur Abkürzung: 

„ dr _dB^dr^ _ dF 
^d? dr d^ ~ M 

und führt noch für Bi und —B^ die einfacheren Zeichen H und J ein, so 
nimmt die zur Bestimmung von X dienende Gleichung folgende Form an: 

X — a?-a/ d [J(x—x 'y] ds' d'\G(x—x'y] fds'\* 
r' ^ ds' ' dt'^ d^' \dtJ 



dx'\ 



,.ov ) d[G(x-x')] d's' d (udx\ .d/ldx 

^^^'^ \ + d? -W-^TtV^lü)^''Tt\T-dt 

Mx-x')d\r*) dFdx d*[£(a;-~a?0] > ds 
"^1 2r» dsds' '^ds' d« "^ dsd^ / dt 



d^ 
dt 



Bei der Ableitung dieser Gleichung sind neben der Annahme, dass 
nur Eine Elektricität im festen Leiter strömen könne, nur solche Sätze zur 
Anwendung gebracht, welche sich auf die gegenseitige Einwirkung ge- 
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schlossener Ströme beziehen, und da diese Sätze als vollkommen sicher 
zu betrachten sind, so darf behauptet werden, dass der in dieser Gleichung 
gegebene Ausdruck von X unter der Voraussetzung von nur Einer im festen 
Leiter beweglichen Elektricität der einzig mögliche ist. 

Dabei ist noch zu bemerken, dass die Zulässigkeit dieses Ausdruckes 
nicht auf den Fall, wo nur Eine Elektricität als strömend vorausgesetzt 
wird, beschränkt ist, sondern dass er auch dann zulässig bleibt, wenn man 
annimmt, der galvanische Strom bestehe aus zwei nach entgegengesetzten 
Richtungen gehenden Strömen von positiver und negativer Elektricität, wobei 
es gleichgültig ist, ob man diese beiden Ströme ihrer Stärke nach als gleich 
oder verschieden annimmt. 

Wenn man zu den im Obigen angewandten Sätzen noch die Bedin- 
gung hinzufügen wollte, dass die Abhängigkeit der Kraft von der Entfer- 
nung nach einem einheitlichen Gesetze stattfinden müsse, so würde man aus 
der blossen Vergleichung der Glieder, welche noch unbestimmte Functionen 
von r enthalten, mit denen, in welchen die Functionen schon bestimmt sind, 
noch weitere Schlüsse über die Form der Functionen ziehen können, und 
zwar würde man durch diese Betrachtungen zu dem Ergebnisse gelangen, 

dass die Functionen E, F. G und H sämmtlich die Form — const. haben 

müssten, so dass also statt jener unbestimmten Functionen nur noch unbe- 
stimmte Constante in dem Ausdrucke von X bleiben würden. Indessen 
wollen wir uns Schlüsse dieser Art für jetzt nicht erlauben, sondern statt 
dessen noch einen allgemeinen Satz in Anwendung bringen. 

§.11. Anwendung des Princips von der Erhaltung der Energie. 

Wir wollen nun die Annahme machen, dass die Kräfte, welche zwei 
bewegte Elektricitätstheilchen auf einander ausüben, für sich allein dem 
Princip von der Erhaltung der Energie genügen, wozu erforderlich ist, dass 
die Arbeit, welche diese Kräfte bei der Bewegung der Theilchen während 
des Zeitelementes dt thun, durch das Differential einer von den augenblick- 
lichen Lagen und Bewegungszuständen der Theilchen abhängigen Grösse 
dargestellt wird. 

Um die Arbeit bestimmen zu können, denken wir uns neben dem 
unter (58.) gegebenen Ausdrucke von X die entsprechenden Ausdrücke von 
Y und Z gebildet, und ebenso denken wir uns die Grössen X\ 7' und Z', 
welche sich auf die Kraft beziehen, die das Theilchen e' von dem Theilchen e 
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erleidet, in entsprechender Weise ansgedrftekt, woza nur die accentnirten 
und nnaccentnirten Buchstaben gegen einander vertanscht zu werden hranchen. 
Unter Anwendung dieser Ansdrficke bilden wir die Grosse 

Diese Grösse mnss, wenn das Princip von der Erhaltung der Ene^e er- 
füllt sein soll, das vollständige Differential oder, anders gesagt, die in der 
Klammer stehende Summe von sechs Produkten muss der nach f genommene 
Differentialcoefficient eines aus den Coordiuaten und Greschwindigkeitscom- 
ponenten der beiden Theilchen gebildeten Ausdruckes sein. 

Da der unter (58.) gegebene Ausdruck von X etwas lang ist, so 
wollen wir seine Glieder einzeln oder in kleinen Gruppen nach einander 
betrachten« um zu sehen« wie bei ihnen die Summe der sechs Produkte sich 
gestaltet 

Das ertte Glied ist 

— ;— oder — 



dx ' 
und die Summe der sechs Produkte lautet daher: 

d — j d — - d — , d — , , d — . , d — . , 
/rdxrd^rdi. r d£ . r ajf , r qx\ 

\'d^W'^'d^'di'^~dr'di'^d^~df^~d^W'^~M 

und lässt sich zusammenziehen in: 

dl 

r 



di 

Das zweite Glied ist: 

d{J(x-^d^ 

ds^ di' 

dx 

Um dieses mit dem Diflferentialcoefficienten ^ zu multiplicffen « zerlegen 

wir den letzteren in das Produkt ^^und multipliciren mit dem Factor^, 
welcher von *' unabhängig ist unter dem Differentiationszeichen, also: 

4-^('-^)S] äs äs^ 
<U dt dt' 
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Bildet man hierzu die entsprechenden Produkte für die y- und «-Axe und 
addirt zunächst nur diese drei Produkte, indem man dabei die Gleichung 

berücksichtigt, so erhält man: 

^ ds^ ds dsf 

Ebenso geben die drei anderen Produkte: 

^V^dsO ds ds* 
ds dt dt ' 

Diese beiden Ausdrücke sind unter einander gleich, indem sich, wenn man 
das Zeichen K mit der Bedeutung 

(59.) K =yjrdr 

einführt, der als erster Factor stehende Differentialcoefficient in beiden durch 

^TT darstellen lässt, und die Summe der sechs Produkte nimmt daher folgende 

Form an: 

g d'K ds ds' 
dsds' dt dt • 

Das dritte und eierte Glied von (58.), nämlich 

ds'' \dtJ'^ ds' dt'^ 

kann man ganz ähnlich behandeln. Durch Addition der drei ersten Pro- 
dukte erhält man: 



■ L^'^dJ ds /d^'V . ^^^"^dsi ds d's' 

VdrJ + 



ds" dt\dt^^ ds' dt dt' ' 

wofür man, wenn man das Zeichen R mit der Bedeutung 

(60.) R ^ fOrdr 
einführt, schreiben kann: 

d^R ds (ds' Y d'R ds d's' 
dsds" ~df\dtJ'^dsds' dt dt' ' 

und ebenso geben die drei anderen Produkte: 

d'R /ds\'ds' d'R ds' d's 



asyas' 
~dtJ It + 



ds'ds'\dty dt ' dsds' dt dt' 

16 
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Die Summe aller sechs Produkte ist also: 

/ d'R ds' d'R ds\ds ds' ^ d'R /ds rfV , d^d^\ 
\dsd^^ dt "^ ds'ds' dtJ dt dt ' dsds' \dt dt' '^ dt dc)^ 

was sich zunächst zusammenziehen lässt in: 

rf / d'fl \ ds ds' d^R d A 
dt ^dsds'y dt dt "^ dsds' dt \ 

und dann weiter in: 



d'R d /ds d^N 
dsds' dt \dt di) 



d r d'R ds ds'\ 
dt ^dsds' dt dt) 



Das fünfte Glied 



d (wfdx 
ü^ 'dt 



giebt, wenn man zuerst die angedeutete Differentiation ausführt, und dann 

dx 

mit -TT multiplicirt: 

dH/dx\^ rfdx d'x 

~di\dt)^^~di'de' 
was sich auch in folgender Form schreiben lässt: 



I 

IL 



l[0>5f(iy- 



In gleicher Weise erhält man als anderes, anch auf die a;-Axe bezügliches, 
aber das accentnirte x enthaltendes Produkt: 



' dt 



[<)']+ if©' 



Bildet man nun die entsprechenden Produkte fUr die y- und «-Axe, so 
kann man die Summe aller sechs Produkte zusammenziehen in: 

Das sechste Glied 

, d / 1 dx\ 
'^^~iÄt\T~di) 

giebt durch Ausführung der angedeuteten Differentiation und durch Multi- 

dx 

plication mit -rr'. 

dl 

, r dx daf , \ dx d*a^ 

~ ~dr~^'dt~ ydfdT' 
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In gleicher Weise erhält man wieder als anderes auch auf die a>-Axe be- 
zflgliches Produkt, in welchem aber das accentuirte und das unaccentuirte 
X gegen einander vertauscht sind: 

d- 

, r dx daf j \ da/ d^x 
"■'^ dt 'dt'df'^ rlfdr' 

Die Summe dieser beiden Produkte kann man in folgender Form schreiben: 

d z' i dx dx'^i ^ , r dx dx' 



-'i(f 



dt dt/ dt dt dt 

Bildet man nun die entsprechenden Produkte für die y- und a-Axe und 
berücksichtigt dabei die Gleichung 

dxd^ dy^dy^ dz_d^ , <^ V) ds ds' 

dt dt '^ dt dt'^ dt dt " ^ dsds' dt dt ' 

SO erhält man als Summe aller sechs Produkte: 

k d /i dXr") ds ds'\ , k r d'(r*) ds ds' 
2dt\r dsds' dt d«/"*" 2 dt dsds' dt dt ' 

Das siebente Glied 

k(x-x') dXr') ds ds' 



oder, anders geschrieben, 



2r' dsds* dt dt ' 



^1 
kr d\r') ds ds' 



2 dx dsds' dt dt 

giebt als Summe der sechs Produkte: 

kr d'CO ds ds' 



2 dt dsds' dt dt 

Dieser Ausdruck hebt sich gegen einen Theil des beim sechsten Gliede 
erhaltenen Ausdruckes auf, so dass man für das sechste und siebente Glied 
zusammen als Summe der sechs Produkte einfach erhält: 



JLA.fl 

2 dt\r 



k d /^i d'Cr*) ds (fe^Y 
dsds^ dt dt / 



Das achte Glied 

dF dx ds ds' 
ds' ds dt dt 
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giebt als Summe der sechs Produkte, wie man leicht sieht: 

ds/\dt) dt^ d* dl\dt )' 

Das neunte und letzte Glied 

d'[E{x — af)] dsdt' 
dsds' dt dt 

schreiben wir zunächst in der Form: 

d 



Ids^^ «; + ^ Ot Jdt dt' 



dsf 

t 

welche wir auch noch so umändern können: 

d r dE dr dr . r:, dxl ds dff 



r dE dr dr „ dx^ds 
V'di^'di dx "•" ds \Tt 



ds^ \- dr ds dx ds J dt dt 

dx dx ds dx 

Zugleich setzen wir für -tt- das Produkt -r- -rr und multipliciren mit -r- 

unter dem Differentiationszeichen. Wenn wir dann die entsprechenden Pro- 
dukte für die y- und Ä-Axe bilden, und die Summe dieser drei Produkte 
nehmen, so erhalten wir: 

_d^ r rfE (dr\\ j^-] fds\' ds^ 
ds' L dr KdsJ'^ J\dty dt ' 

und somit als Summe aller sechs Produkte: 

r dE /drV , i^l/^rf« V c^ , rf r ^ß /" dr \\ j/] ds / d^ V 



ds' 



Vereinigen wir nun alle bei den einzelnen Gliedern von (58.) als 
Summe der sechs Produkte gewonnenen Ausdrücke, so erhalten wir folgende 
Gesammtsumme : 

r ^ o d'K ds ds' d / d'R ds ds' \ 
dt '^ dsds' dt dt '^ dt \ dsds' dt dt ) 

+i4l4(§)'+(^)']|+*^[(^)"+0'] 

k d /i d'(r') ds d^\ dF/ds\' dt' dF ds f ds' \* 
■^2 dt\r dsds" dt dt z"*" ds' \diydt'^dsdt\dty 

.dr dE/dry, „-\/ds\'ds' , d [ dE / dr \\ „1 ds / ds' \' 

welche Gresammtsumme wir auch, unter Zusammenfassung der Grlieder, 
welche Differentialcoefßcienten nach t sind, und etwas veränderter An- 
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ordnimg der übrigen Glieder, so schreiben können: 

dl i fh d'(r') d'R \dsds^ I ifffr^Vir^vif 

dt \ r"^V2r d«d«' '^ dsd^ / dt dt "^^ Ud// "^V d« / J( 

' t^ d'y da d»' dB /ds\* , dg/dg'Y 

■^'^ d»d»' d< d< "^* d« Vd</ "^^ ds» \ d« / 

Dieser ganze Ausdrnck muss, wenn das Princip von der Erhaltung 
der Energie fUr die Kräfte, welche die beiden Elektricitätstheilchen auf 
einander ausüben, erfüllt sein soll, ein Differentialcoefficient nach / sein. 
Da nun der erste Theil des Ausdruckes schon äusserlich als Differential- 
coefficient nach / bezeichnet ist, so haben wir unser Augenmerk nur auf 
den übrigen, aus fünf Gliedern bestehenden Theil zu richten. Diese 
Glieder sind alle in Bezug auf die Differentialcoefficienten erster Ordnung 

-37 und -TT von höherem als erstem Grade, während die Differentialcoef- 

at dt 

ficienten zweiter Ordnung -^ und -r-r- iii ihnen nicht als Factoren vor- 
kommen. Daraus folgt, dass weder ein einzelnes der Glieder noch irgend 
eine Gruppe derselben ein Differentialcoefficient nach / sein kann. Demnach 
muss die Summe dieser fUnf Glieder Null sein, und das wiederum kann für 

ds ds^ 

beliebige Werthe von -rr und -t- nnr dann der Fall sein, wenn alle 

flinf Glieder einzeln Null sind. Wir erht^Jten also folgende fünf Bedingungs- 
gleichungeu : 



/ d'g 

dsds' 

dB 

ds 



= 0, 
= 0, 



(61-) < 4?- = 0, 



dsf 

d_ 
ds' 



Die erste dieser Gleichungen, welche sich auch so schreiben Ifisst: 

dK d*r d*K dr dr _ ^ 
dr dsd^ "^ dr' ds d^ ~ ' 



124 Clausius, Ableitung eines neuen eldctrodynamischen Grundgesetzes. 

kann fUr beliebige Bahnen der Elektricitätstheilchen nur dann erfüllt 



Bein, wenn 



''^=0, 



dr 

woraus nach (,59.) weiter folgt: 

(62.) / = 0. 
Die beiden folgenden der Gleichungen (61.), nämlich 

~j— = und -rj- = 0, 

ds ds* ' 

geben zunächst: 

H = const. 

d^x 

Da aber der in (58.) gegebene Ausdruck von -X das Glied H-^ enthält, 

welches, wenn H einen angebbaren constanten Werth hätte, einen von der 
gegenseitigen Entfernung der Elektricitätstheilchen unabhängigen Bestand- 
theil der Kraft darstellen würde, und ein solcher nicht vorkommen kann, 
so muss sein: 

(63.) ^ = 0. 

Die beiden letzten der Gleichungen (61.) lauten, wenn man H=^0 
setzt und die angedeuteten Differentiationen ausführt: 

y drJ /dr\'dr ,^ dE dr d'r , rf(£ + F) dr 



-r- 



dr Vrf^y ds' "^ dr ds dsds' '^ dr ds! ^ ®' 

df —^ • 

V dr y dr / dr Y ^ dE dr d'r d(£ + F) dr _ ^ 

r ds^ds'J '^ dr ds' dsds' + dr ds " ^' 



dr 

welche Gleichungen nur dann für beliebige Bahnen der Elektricitätstheilchen 
erfüllt sein können, wenn man hat: 

(64.) §. = und ^ = 0, 

wodurch E und F genügend bestimmt sind, da nur die Differentialcoef- 
ficienten dieser Grössen in (58.) vorkommen. 

Nach diesen Bestimmungen nimmt der Ausdruck der von den gegen- 
seitigen Kräften der beiden Elektricitätstheilchen während des Zeitelementes 
dt geleisteten Arbeit folgende einfache Gestalt an: 

,dr 1 / t d'(0 d^R^^dsds'i 

^^ dtl r^\2r dsds' ^ dsds'J dt dtJ^^' 
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und die Gleichung (58.) geht über in: 

.a/dÄ g— a/ \ /dR xsf \ 

_^ x^x' , \d^~V~) (ds^^ , \d^~ i^) dV 

(65.) (^ - "7^+ 5?^ VA/+ ä? "d?" 

d r\ dQi\ fc(a?~-a/) dV) (to (fe^ 
^ d/ Vr d//'*' 2r» d^d*' d( dt ' 

welche Gleichung sich noch einfacher so schreiben lässt: 

d± 
y ~ r /. fc dV) dsds'\ .dr\d3f\ 

(66.) \ da: ^ ~^ 2 dsd^ dt dt) dt \ r dt) 

d^ rd^ fd^\\ dR^ dV 1 
"^do? LdÄ'*\d//"*" d«' dl* J* 



§. 12. Das elektrodynamische Potential. 

Nach dem vorher angeführten Ergebnisse unserer Betrachtungen wird 
die Arbeit, welche die von zwei bewegten Elektricitätstheilchen auf einander 
ausgeübten Kräfte während des Zeitelementes dt leisten, dargestellt durch 
das Differential des folgenden Ausdruckes: 



.M (k d\r^) d^R^ 
^ Lr \2r dsds* ^ dsds'J 



d^R \ds^ds^-\ 
dl dtJ 



Nun wird bekanntlich bei der Betrachtung der elektrostatischen Kräfte die- 
jenige Grösse, deren negatives Differential die Arbeit darstellt, das Potential 
der beiden Elektricitätstheilchen auf einander genannt, und dem entsprechend 
kann man auch den vorstehenden, nur durch Fortlassung des äusseren 
Minuszeichens abgeänderten Ausdruck als Potential im erweiterten Sinne 
bezeichnen. Dabei kann man auch die beiden Theile, welche sich auf die 
elektrostatischen und auf die von der Bewegung abhängigen oder elektro- 
dynamischen Kräfte beziehen, einzeln betrachten und danach das efeft/ro- 
statische und das elektrodynamische Potential von einander unterscheiden. Be- 
zeichnen wir das erstere mit U und das letztere mit F, so ist dem Vorigen 
nach zu setzen: 

(67.) U=^, 
(68.) V = -eei^^^^- + -^^)--. 
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Der hier gegebene Ausdrack des elektrodynamischen Potentials ist 
bei der Annahme von nur Einer im festen Leiter beweglichen EJektricität 
der einzig mögliche. 

Die in ihm noch vorkommende, mit R bezeichnete unbestimmte 
Function von r lässt sich aus den Wirkungen geschlossener Ströme über- 
haupt nicht bestimmen, und man ist daher, wenn man auch sie noch be- 
stimmen will, für jetzt auf Wahrscheinlichkeitsgrtlnde angewiesen. 

Macht man die schon am Ende des §. 10 erwähnte Annahme, dass 
die Abhängigkeit der Kraft von der Entfernung nach einem einheitlichen 
Gesetze stattfinden müsse, so gelangt man zu dem Schlüsse, dass 

(69.) R = k,r 

zu setzen ist, worin Äi eine Constante bedeutet. Dadurch geht (68.) über in: 

Sucht man femer noch durch Bestimmung der Constanten fti diesen 
Ausdruck möglichst einfach zu machen, so findet man zunächst, dass zwei 
Werthe sich in dieser Beziehung besonders auszeichnen, nämlich Ai = 
und Äi = — ft, welche geben: 

(19 \ V - -Ä^^' ^"^ <ir dsds' 

Diese beiden Formeln sind äusserlich nahe gleich einfach; benutzt man sie 
aber zu Rechnungen, indem man aus ihnen die Kraftcomponenten zu be- 
stimmen sucht , so findet man , dass für diese aus der ersteren Formel viel 
einfachere Ausdrücke entstehen, als aus der letzteren, und man wird also, 
wenn man dasjenige Kj-aftgesetz erhalten will, welches, während es allen 
bis jetzt bekannten Erscheinungen entspricht, zugleich möglichst einfach ist, 
ki = oder, was auf dasselbe hinauskommt, Ä = zu setzen haben. 

Da der Ausdruck des elektrodynamischen Potentials kürzer und über- 
sichtlicher ist, als diejenigen der Kraftcomponenten, so ist er ganz besonders 
dazu geeignet, die verschiedenen bis jetzt aufgestellten elektrodynamischen 
Grundgesetze (mit Ausnahme des Gati^^schen, welches dem Princip von 
der Erhaltung der Energie nicht genügt) unter einander zu vergleichen, 
und es möge hier eine Zusammenstellung der Art Platz finden. Die zur 
Bestimmung des elektrodynamischen Potentials dienende Gleichung ist 
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1) nach Weber*): 

2) nach Riemann**): 

^ " c' r V<dt dtJ'^\dt dtJ'^\dt dtJ r 

3) nach den von mir ausgeführten Entwickelungen 
ä) m allgememster Form: 

y ,( k d\r^) d'R \ds ds' 

^ — ^^ \2r dsds' ^ dsds'J dt dt ' 

6) in vereinfachter Form: 

^ "" ^^ \2r dsds' ^'^' dsds'J dt dt ' 

c) in einfachster und daher wahrscheinlichster Form: 

^ - 2r dsds' dt dt ' 

Dem letzten Ausdrucke kann man auch folgende Gestalt geben: 

/7Q\ V— .eef/dxdx^ dydy' dzdz'\ 

oder, wenn man mit c und e' die Geschwindigkeiten der beiden Elektricitäts- 
theilchen und mit « den Winkel zwischen ihren Bewegungsrichtungen be- 
zeichnet: 

(74.) V = Ä^rr'cos«. 

§. 13. Ableitung der EraftcompoDenten aus dem Potential. 
Um nun aus dem elektrostatischen und elektrodynamischen Potential 
wiederum die Kraftcomponenten abzuleiten, hat man Gleichungen anzuwenden, 
in denen das elektrodynamische Potential in derselben Weise vorkommt, 
wie in den auf allgemeine Coordinaten bezüglichen mechanischen Grund- 
gleichungen von Lagrange die lebendige Kraft. Für die in die a?-Richtung 
fallende Componente der Kraft, welche das Theilchen e erleidet, lautet die 
Gleichung : 

(75.) Xee'=Ä=£I_ 




*) Pogg. Ann. Jubelband S. 212. 

**) Schwere, Elektricität und Magnetismus, nach den Vorlesungen von Bernh. fiic- 
mann bearbeitet von Hattendorff, Hannover 1876, S. 326. 
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Hierin hat man für U und V die unter (67.) und (68.) gegebenen 
Ausdrücke einzusetzen. Aus dem ersteren erhält man einfach: 

dl 
(76.) -^ = ee-^. 

Den letzteren, welcher bei der DiflFerentiation als Function der sechs Coor- 
dinaten und der sechs Geschwindigkeitscomponenten zu behandeln ist, wollen 
wir so umformen, dass die Geschwindigkeitscomponenten explicite in ihm 
vorkommen. Der Bequemlichkeit wegen wollen wir dabei V in zwei Theile 
zerlegen, indem wir setzen: 

(77.) F= F,+ n, 

worin Vi und V2 folgende Bedeutungen haben: 

V - *ec^ d'(r') ds ds' 
^^ "" 2r dsds' dt dt 

" 'ir\~dr'W'^~dr'~dr'^~di~'drJ' 

d'R ds ds' 



V, = --ee' 



dsds' dt dt 

d'R dx dx' d'R dx dy' d^R dx da' 

~t" J^J.J Ja ^* I 



dxdx^ dt dt dxdtf dt dt dxdz' 
,, . d'R dy daf , d*R dy dy' , d'Ä 



dydx' dt dt ' dydy' dt dt ' dydz' 
, d'R dz dx' . d'Ä dz dy' , d'R 



dt 


dt 


dy 


da' 


dt 


dt 


dz 


dz' 



dzdx' dt dt ' dzdy* dt dt ' dz dz' dt dt 

Dann erhalten wir für den ersten Theil: 

^ = krr' ^ ( ^^ ^^ \ <iy dy' dz dz' \ 
dx dx \ dt dt "^ dt dt '^ dt dt / 

dl. 

C'Ö-) ( - _ *_ ' ^ ^'CO ds ds' 

"" 2^^ dx dsds' dt dt ' 

dV. kee' dx' 



,dx r dl ' 

\ dt 




und für den zweiten Theil erhalten wir: 
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dF, _ _ , d / d'R dsds'\ 
dx ~ ^^ dx^dsds' dt dt^ 

dF, ^ _ ,/ d'fi dx' d*R dy' d*R d%'\ 
dx ~ ^^ \dxdx' dt '^dxdy' dt "^ dxdt' dtJ 
(80.) {dt 

— _ > d /dfi da/ dRd^ dR da'\ 
~ ^® da? Vd»» d( ■•" dy' d« "^ d»' d</ 



d( I ,dx I 



~ ^^ dx\d^ dt)^ 

*^ d/ Lda?Vdy d«/J' 



was sich anch so schreiben lässt: 

^* • Ld< Vd»» dtJ\ 



d( I ^dx I 



dx 



oder endlich: 

*■ ^^ dM .dx I "~ ^^ dxLd»d»' dt dt ^ d^* \dtJ'^ds' dt* J 



(S) 



Setzt man nun die unter (76.), (78.), (79.), (80.) und (81.) gegebenen 
Ausdrücke in die Gleichung (75.) ein, nachdem man in der letzteren V durch 
V1+V2 ersetzt hat, so erhält man: 



" ) 



dx L^ + 2 dsds' dt dtJ dt\r dt- 
+ dxLd«" Vdt/' + d»' d«' J' 

welches die oben unter (66.) gegebene Gleichung ist 

Die Rechnung vereinfacht sich offenbar sehr, wenn man für R den 
Werth Null annimmt, welcher in §. 12 als der wahrscheinlichste bezeichnet 
wurde. Dann erhält man: 

di- 

y r /^ k dV) ds d»'N . d / 1 dx'N 

dx V^"'"2 dsd^ dt dt) dt\r dt) 



dt) 



dx \. \dt dt "^ dt dt"^ dt d</J " dl V r 



di- 

= -di-^l-**'*''«««*)-*^^^)' 

In dieser Form habe ich die Gleichung, welche zur Bestimmung der in 
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eine Coordinatenriehtung fallenden Klraftcomponente dient, nnd sieh natfirlich 
flir die beiden anderen Coordinatenrichtnngen auf entsprechende Art bilden 
lässt, in meiner vorläufigen Mittheilung vom Feb. d. J. aufgestellt 

§. 14. Kraftgesetz für Stromelemente. 
Will man die x-Componente der Kraft bestimmen, welche ein Strom- 
element ds von einem Stromelemente ds' erleidet, so hat man die unter (66.) 
gegebene Gleichung auf folgende vier Combinationen von je zwei Elek- 
tricitätsmengen anzuwenden: hdsimä h'dsj kds und —k'ds'y —hds und h'ds', 
—käs und —Käs, indem man dabei kds und Vds' als bewegt, dagegen 
— Arff und ^h'ds als ruhend betrachtet. Von den dadurch erhaltenen vier 
Ausdrücken hat man die algebraische Summe zu nehmen. Man gelangt 
dadurch für die gesuchte Krafteomponente zu dem Ausdrucke: 

oder anders geschrieben: 

Bezeichnet man die Stromintensität d. h. die während der Zeiteinheit 
durch einen Querschnitt fliessende Elektricitätsmenge, für die beiden Ströme 
mit t und t, indem man sich dabei die Elektricitätsmenge nach demselben 
mechanischen Maasse gemessen denkt welches in allen obigen Gleichungen 

Alt A^ 

angewandt ist so kann man t und % an die Stelle der Producte k -3- und V -=- 

ai dl 

setzen, und erhält dann für die x-Componente der Kraft, welche das Strom- 
element ds von dem Stromelemente ds erleidet, den Ausdruck: 



kirdsds'( 



dl d' 



r r djc'\ 
COS€ -, rr)- 



dx ""'^^ ds ds'^ 

In diesem Ausdrucke kommt die unbestimmte Function R nicht vor, son- 
dern sie hat sich bei der Bildung der oben erwähnten Summe fortgehoben. Wir 
haben also für die in eine gegebene Richtung fallende Componente der Kraft, 
welche ein Stromelement von einem andern erleidet einen vollkommen bestimm- 
ten Ausdruck gewonnen, von dem wir sagen dürfen, dass er der einzige ist welcher 
sich mit den beiden Annahmen, dass nur Eine Elektricität im festen Leiter beweg- 
lich sei, und dass die gegenseitigen Einwirkungen zweier Elektricitätstheilchen für 
sich allein dem Princip von der Erhaltung der Energie genügen, vereinigen lässt 

Bonn, Juni 1876. 
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lieber die Transcendenten zweiter und dritter Gattung 
bei den hyperelliptischen Functionen erster 

Ordnung. 

(Von Herrn H. Weber in Königsberg.) 

Uie Verallgemeinerung der von Jacobi gegebenen Darstellungen 
der elliptischen Transcendenten zweiter und dritter Gattung als Functionen 
des Integrals erster Gattung flihrt in der Theorie der Abekchen Integrale 
zunächst zu folgendem Problem: 

Es sei s eine beliebige algebraische Function von s& vom Geschlechte p, 
*(«, z) irgend eine rationale Function von s und Zy femer seien ^i, ^2, ... tp; 
^"\ ^"\ . . . ^^"^ Punkte in der die Verzweigungsart von s darstellenden 
Riemanmchen Fläche T, d. h. Repräsentanten von je p zusammengehörigen 
Werthepaaren von s und z; es soll die Summe 

dargestellt werden als Function der p unabhängigen Veränderlichen 

(t?i, t?2, ... t?p) = {i:f^'du,, kf^'du,, ... zfdu^, 

wenn Wi , if? , ... u^ von einander unabhängige Integrale erster Gattung sind. 
Diese Aufgabe wird nun zunächst dadurch vereinfacht, dass man das 

Integral /^{s,z)dz Äerlegt in eine Summe einfacher Integrale zweiter 

und dritter Gattung und die verlangte Darstellung für jedes einzelne dieser 
Integrale aufsucht. 

Nach einem von Riemann bewiesenen Satze (Theorie der ^6e/schen Func- 
tionen Art. 5) lässt sich jedes Integral zweiter Gattung linear ausdrücken 
durch p Integrale erster Gattung, durch p specielle, beliebig zu wählende 
Integrale zweiter Gattung und durch eine algebraische Function, und man 
kann hinzufügen, dass die Coefficienten in dieser Darstellung von den Un- 
stetigkeitspunkten des darzustellenden Integrals und von den Moduln der 
Functionsclasse , der dasselbe angehört, nur algebraisch abhängen. Es 
bleibt also nur das Integral dritter Gattung, welches ausser von der oberen 
Grenze und den Moduln noch von einem variablen Parameter abhängt 
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Bei der Darstellmig dieser Imegrale zeigr deh nun. so lange man 
nur einen Unstetigkeiisponkt berfieksdchxigT . die Schwierigkeit, djias der 
Unstetigkeitsponkt in den Argnmenien der darärellenden Theiafiiiiciionen 
als Grenze eine^ Integrals erster Gattung, also nieht wie bei den eUipdscben 
Integralen dritter Gattnng. ein Parameter vollkommen gleiehbereehtigt mid 
Tertansehbar mit den nnabhingigen Variablen anfiritt. Man kann diesem 
Uebelstand dadurch begegnen, dass man das Problem etwas TerallgemeiDen. 
indem man Integrale dritter Gattnng mit nicht bloss einem, sondera mit p 
von einander nnabhingigen Unstetigkeitspnnkten zn Gmnde legt, «od als 
Parameter p Integralsnmmen erster Gattung einführe, welche v<mi diesen Un- 
8tetigkeitspunkten ebenso abhangen, wie die Variableu r.. r«. ... r^ von 
den oberen Grenzen. 

Geht man von den Thetafimcdonen aus. so stellt ach hieniach das 
Problem folgendennassen: 

Es sei 

worin der Zahlencomplex (ff* f^y < Theiachankterisdk » ii^nd wie aus 

den Zahlen 0. 1 zusammengesetzt ist. Für a^ wenien die Peiiodicititsmoduln 
der Nonnalintegrale erster 'Gattung ge:seczt und für «,.«..... ar^, 
f>i, r^. . . . r^ Summen von je pgleichanigenXonnaliniegrilen erster Gattung 
mit veränderlichen oberen und passend bestimmten con^tamen umeren Grenzen. 
Es soll die Fimction 

Off '-^ — = 

*^ii i' r I \P\^r^i* ■:'rC:. .•• 11, -rr^* 

dargestellt weiden durch Integrale dritter Gattung und Logarithmen alge- 
braischer Functionen mit denselben Variablen, die in den Integialsummen »^ r 
die oberen Grenzen bQden. 

In gleicher Weise sollen durch Integrale zweiter (rattung und alge- 
braische Functionen die Functionen 



r3% . •• 
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dargestellt werden. Diese Darstellungen für den Fall p = 2 durchzuführen 
ist der Zweck dieser IVGttheilung. 
Setzen wir für diesen Fall 



so können die Integrale aller zu derselben Klasse wie r{x) gehörigen al- 
gebraischen Functionen mit Zuziehung rationaler Functionen von x und r {x) 
und Logarithmen von solchen linear ausgedrückt werden durch folgende fünf: 

/dx f* X dx 

jT-ji ^2 =y 7?^? (Integrale erster Gattung), 

^^ ^y ^^' ^' ^J'^r^^ (Integrale zweiter Gattung), 
cö =y 7^^^5i)' (Integral dritter Gattung). 

In dem letzten Integral ist der Factor r{a) beigefügt, damit cö + log(a?— a) 
in den Punkten x = a stetig bleibe. Wenn &i , &2 ^ ^3 reell sind , so soll 
<C *i <C *2 < *3 < 1 vorausgesetzt sein. 



Die Transcendenten zweiter Gattung. 
Wir setzen zur Abkürzung 



y 7(^=*^^'y 7^=^^'/ K^=^^'/ <^=*^*' 



K^ IC, 

1 1 



/" xdx .j n xdx _ j /'k\ xdx j rk\ xdx . j 
7öö"-*^^'y Tc^-^'y 7c^=^'y t^ö^*^*' 



(1.) 



k"* !•» 

1 I 



nx^dx .^1 /•^ajVrc ^ rk\ x'^dx « rk\ x'dx .„ 

j 7(^=*^^'y 7^==^^'y K^=^^'y K^y^*^*' 

I 1 



n x^dx .^ n x'dx ^ rk\ x'dx ^ fk\ x'dx .^ ^,. 

j <^=*^^'y 7(^=^^'y -m^^^'J <^^'^'^' 



k* /•' 

IC, A-, 



— -r^, / -T-y) welche nach der gewöhnlichen Definition der 



— 00 — oc 



bestimmten Integrale keine Bedeutung haben, sind hier die Hälften der Integrale 
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Sind ki^ k2j h reell, so sind es auch die Grössen Ky L, E^ Gy und man kann 
über die Vorzeichen von r{x) so verfügen, dass: 



(2.) 



JiT,:: 


>0, L,< 


:o, 




K,- 


>In>E,: 


><?,:: 


>0, 


G,; 


>e,>Lj: 


>K,- 


>o, 


G,- 


>E,>u: 


>Ä4- 


>0, 



wobei r {x) zwischen denselben Grenzen stets dasselbe Vorzeichen hat (Für 
den allgemeinen Fall, dass &i, Äj? A3 complex sind, ergeben sich die Vor- 
zeichen von r{x) aus der unten getroffenen Bestimmung über die Perio- 
dicitätsmoduln). 

Wir stellen nun die Verzweigungsart der Function r{x) durch eine 
zweiblätterige ittemanissche Fläche T dar, welche wir durch ein Querschnitt- 
system, wie es in der beistehenden Figur angedeutet ist, in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche T verwandeln. (Die Verbindungslinie der beiden 
Querschnittpaare ist in der Figur nicht gezeichnet). 



^fL 





Die punktirten Linien hat man als im unteren Blatte verlaufend zu denken, 
und die Anordnung der Blätter soll dadurch festgesetzt sein, dass auf der 
reellen Strecke zwischen und 1 r {x) (oder dessen reeller Theil) im oberen 
Blatt positiv ist*). 



— r-7- , / —^r-^ ZU verstehen , genommen von a: = bis a? = auf emem Wege, 
r\x) xf r\x) 

welcher den Punkt a: = 00 , aber keinen anderen Verzweigungspunkt einschliesst 
Man kann £, , G^ auch aus den Gleichungen bestimmen: 



/'^\ x^dx f^l x^dx 

r(x) * ' * »/ r(x) 

*) Die Zerschneidungsart ist so gewählt, dass die daraus gezogenen Folgerungen 
mit den Formeln von Rosenhain in Uebereinstimmung kommen. (Memoire sur les 
fonctions de deux variables et ä quatre päriodes etc. M^moires präsentes de Tinstitut 
de France. Tome XL). 
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Man erhält unter diesen Voraussetzungen flir die Functionen «?i, «?2, 

61 , 62 an den vier Querschnitten öi , 6i , «2 , 62 folgende Periodicitätsmoduln : 

Periodicitätsmodul von 



Am Querschnitt. 



tr, 



fo. 



2/f, 


2I1 


2E2 


2G^ 


2tüCi 


2iL, 


2iE, 


2iG, 


2if3 


21, 


2E, 


2G3 


2iK, 


2»L4 


2iE, 


2iG, 



«1 

Wir filbren nun als Nonnalintegrale erster Gattung zwei solche 
lineare Combinationen «i, «2 von toi, Wt ein, dass die Periodicitätsmoduln 
derselben folgende Werthe erbalten: 



Ist also 



Am Querschnitt. 


Periodicität 


smodul von 


«i 


ni 





61 


«11 


012 


«2 





71 i 


b^ 


Ö21 


an 






80 ergeben sich hiemach zur Bestimmung der Constanten «i , /3i , «j , /?a 
die Gleichungen 



oLiK^+ßiL^ = 0, a2Ä3+/32fr3 = 1^« 



und hieraus: 



«1 = l^i 



-L. 



K,L,^K,L, ' 



'"'"^'''-K.L.-K.L, ' 



~^. 



^. 



/^^ = ^-^'^^v:rtl7' ^^ = *"^'^&Ä^^ 



femer 



an — n 



K^ L^ — K^ L3 
K,L-K,L, ' 



** I •*^2 -^1 ^1 

18* 
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Da das Integral /wi dw2 , über die ganze Begrenzung von T erstreckt, den 
Wertli hat, so folgt die Relation 

(3.) K2L1 — Jff i Zf2 -j- A3 ^4 — Ä4Z3 = 0, 
d. h. ai2 = 02i. Für reelle Äi, &2? A3 ergiebt sich leicht aus den GrÖssen- 

bestimmungen (2.), dass au, €h7 und 

2 2 •* 4 *'i — ^1 ^4 

negativ sind, und dass also die mit den Moduln an^ 022, 0,2 gebildete Theta- 
Function convergirt, was bekanntlich auch aus den allgemeinen itiemannschen 
Principien folgt. 

Die Grundlage für das Folgende bildet nun eine Reihe von Rela- 
tionen zwischen den Grössen Jfif, L, E, G, welche analog sind der bekannten 
Legendre^chen Formel zwischen den vollständigen elliptischen Integralen 
erster und zweiter Gattung. Man kann diese Relationen sehr einfach auf 
demselben Wege herleiten, auf dem oben die Formel (3.) gefunden wurde, 
indem man die Integrale 

/eirffTi, /eirfM?2, /^rftt?!, /e2dw2j /e2dei 

über die Begrenzung der Fläche T erstreckt, wodurch man einen Werth 
erhält, der identisch sein muss mit dem, welcher sich ergiebt, wenn man 
die gleichen Integrale über einen kleinen Kreis erstreckt, welcher den Un- 
Stetigkeitspunkt {x = 00) umgiebt. Um diese Relationen bequem darstellen 

zu können, setzen wir 

fix) = x{l-x){l-k]x){l-klx){l-'klx) 

also: 

-72 = 1 + kl + l^ + k] 
y, = k\ + ie2 + kl+kW,+klk\ + k\li 

-^4 = k\ki+k\k\+k\k\+k\k\yi 

Ys ^^ ^1 "2 ^3 • 

Man findet dann 

i E2Ki — EiK2-\'EiK^''E^K^ = 0, 

E2Li—EiL2 + E^L^—'E^Li = — — , 
(4.) /G2Ki-'GiK2 + G^K^—G^K:i = "^37"» 
6^2X1 — Gl Z.2 +6^3^4—6^4^ = ~ä~T;f"? 
G2JE1 — <fiE2+G3-E4— G4E3 = — 3"^^ 
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Formeln, denen man auch die etwas bequemere Gestalt geben kann: 



7tEi+E2aii+Eiai2 = — 



y, K,L,^K,L,^ 



nE^'\'Ei(hi^E^(h2 = * 



(5.) (-G.+G,«„ + G3a. = %'-^i^, 

Es sollen nun als Nonnalintegrale der zweiten Gattang zwei solche 
eingeführt werden, deren Periodicitätsmoduln an drei Querschnitten ver- 



schwinden. 

Setzt man 






r(a;) 

80 lassen sich die Verhältnisse der Constanten c„, Ci, Cj, c^ einmal so be- 
stimmen, dass die Periodicitätsmoduln für die Querschnitte Oi, o?, 62, das 
andere Mal so, dass sie für die Querschnitte Oi, 61, 02 verschwinden. Man 
erhält so mit Anwendung der Relationen (4.) oder (5.) die beiden Func- 
tionen : 

und mittelst derselben Relationen ergiebt sich für den Periodicitätsmodul 
von ^1 am Querschnitt fi^ ebenso wie für den von C2 am Querschnitt 62 der 
Werth — 47i«\ 

Wir führen nun die beiden unabhängigen Variablen ri , ©2 ein mittelst 
der Gleichungen 

ü ji__ 

(7.) ' 



0^2+/ ««2 
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und betrachten als Functionen von diesen die beiden Summen 



(8.) 






1 



Durch (7.) sind die symmetrischen rationalen Functionen von :C|, r(a:i); 
a?2 7 r (ajj) als eindeutige Functionen von f?i , f?2 definirt, und wenn in (7.) und 
(8.) die Integrationswege Übereinstimmend angenommen werden, so sind auch 
Zi, Z2 eindeutige Functionen von «i, Cj- Diese Functionen Zi, Zj haben 
in Folge der EigenthUmlichkeit der Functionen ^1, ^2 fttr jede der beiden 
Variablen die Periode ni und genügen ausserdem den Relationen 

[Zi(f?i+aa, «2+Ö12)— Zi(f?i, €2) = —2, 

)Zi(f?, + a2i, t?2+Ö22)— Zi(f?i, €2) = 0, 

ZiCüi+öii, t?2+ai2)— ZjC©!, C2) = 0, 

Z2(©i + fl21, t?2 + Ö22) — Z2 (©1 , C2) = —2. 

Diese Eigenschaften haben auch die Functionen 



'1"S 



wenn (?*?*) eine beliebige Charakteristik ist, woraus folgt, dass die beiden 
Functionen 

Zi (f?i, ©2) -k^ 7 

(10.) ( 

ölog*jJ|J|j(r,,c,) 
Zj (©1 , €2) ^^^^ 

algebraische Functionen, und zwar symmetrische rationale Functionen von Xi, 
r^Xi); a^^, rCxj) sind. Die Darstellung dieser algebraischen Functionen wird 
am einfachsten (bei unserer Voraussetzung über die unteren Grenzen und 

über die Querschnitte der Fläche T), wenn man die Function ^ L ^ | («1 , t?,) 

zu Grunde legt Es lassen sich diese algebraischen Functionen leicht durch 
Untersuchung ihrer Unstetigkeiten bilden. 
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Betrachtet man zu dem Ende nach (7.) ^ { ^ | («i , «2) als Function 

von Xij so ergiebt sich leicht, dass dieselbe unendlich klein in der ersten 
Ordnung wird flir a?i = oo und für a^i, r{xi) = x2^ '-r{x2). Die Functionen 
Zi, Z2, als Functionen von Xi betrachtet, werden unendlich für a^i = c», 
und zwar so, dass 

nt nt 

für a:i = oo endlich bleiben, wenn Ci, Cj Constanten sind, die sich leicht 
ausdrücken lassen, deren Kenntniss aber für unseren Zweck nicht erforderlich 
ist Hiemach sind die algebraischen Functionen (10.) vollkommen be- 
stimmt, wenn noch beachtet wird, dass dieselben in Bezug auf a^i, X2 
symmetrisch sind, und dass sie verschwinden für ri = 0, t?2 = 0, d. h. für 

(Tj = 0, iTj = 7x • Es ergiebt sich : 

(11.) ( ~ ^^ -^—^F^- 

Zr2(,©i, ©2; — 3z r^ z — • 

' Cr, ;it x, — x^ 

Die Function ^| i| }(«?!, «^2) lässt sich, wie schon erwähnt, durch jede der 
fünfzehn übrigen Theta-Functionen ersetzen. Es ändert sich dabei nur die 
algebraische Function, und man kann ihren Ausdruck erhalten, wenn man 
die Formeln des Herrn Rosenhain für die Quotienten zweier Theta-Functionen 
anwendet Durch Elimination der algebraischen Function ergiebt sich aus 
(11.) noch 

(12.) K^Zii^i^ ©2)— Ä'2Zi(ri, ©2) = A3 ß^ Ä2 -^ , 

eine Formel, welche in ähnlicher Gestalt von ' Herrn Weierstrass gegeben 
ist in der Abhandlung über die geodätischen Linien auf dem EUipsoid 
(Monatsberichte der Berliner Akademie vom 31. October 1861). * 

Die Transcendenten dritter Gattung. 
Um eine zweckmässige Normalform für die Integrale dritter Gattung 
zu erhalten, fügen wir zu der oben aufgestellten einfachsten Form ein 
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Integral erster Gattung hinzu, indem wir setzen: 

und stellen die Forderung, dass die Functionen *(y), V{y) so bestimmt 
werden sollen, dass 

werde. Es ist aus einem allgemeinen Satze bekannt, dass diese Forderung 
erfüllt werden kann. 

Für ^ ^ erffiebt sich zunächst 



und wenn wir 



setzen, 






0'(^) = 5aM ^pu^) ^ !Ky) 



'ra F(a?, y) 



dxdy Ca?— ff)V(x)r(y)' 

worin 

Diese Function soll nun in Bezug auf x, y symmetrisch sein. Daher 
müssen cp, ip ganze Functionen, die erste vom dritten, die andere vom 
zweiten Grade sein, und *(y), ^{y) werden Integrale zweiter Gattung. 
Setzen wir 

V^{y) = c!,)+c[y + C2y\ 
so ergiebt sich, indem man in F{Xy y) die Coefficienten von y^y y*, x y* gleich 
Null und den Coefficienten von x^ gleich dem von y^ setzt: 

während Cj,, Cj, cl unbestimmt bleiben. Hiernach lässt sich die Function 
F{Xy y) auf die Form bringen 

F{x,y) = ^x{l^x){l^kly){l^kly)a-kly) 

+ly{l-y)a-k]x){l-k]x){l^klx) 

+ix-yy\co+i+{ci-^r^){x+y)+{c[+^rs)xy\ 
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und für (p und y^ ergiebt sich 

(y;{y) = {c,-^r^) + c[y + ^y,y\ 
Wir haben demnach für cö {x, y) die beiden Ausdrücke : 

«/^ ^x _ r rQf)äx fy q>(y)dy f- dx p v>(y)dy f- xdx 

^ ^ _ n r(x)dy f' (f(x)dx n dy f ip(x)dx fy ydy 

J (y-x)r(y) V rix) J r(y)'^J r{x) J r(y) ' 

und diese beiden Ausdrücke werden in der That dann mit einander über- 
einstimmen, wenn als untere Grenzen der Integrale, zu x und y gehörig, 
zwei solche Werthe genommen werden, für welche r{x) bezw. r(y) ver- 
schwindet. 

Wir erhalten nun für die Periodicitätsmoduln von öJ, als Function 
von X äufgefasst: • 

am QuerschM« a, 2/ A/^-l^ + ^/Ä/ J^ , 



" ' W^ ,J 



•■ J r(y)J r(x) "^ J r(y)J r(x) ' 

— X — » 



"" J r(y)'( r(x) '^ J r(y)J r(x) ' 



Es soll nun über die in cö noch unbestimmten Constanten so verfügt werden, 
dass die Periodicitätsmoduln dieser Function an den Querschnitten Oi, Oj 
verschwinden. Dafür ergeben sich zunächst vier Bedingungen: 

CoK, + c,L,+r,E2+lrsG2 = 0, 
^^ ,CoK3+c,L^+y^E^+iysGj = 0, 

{c,-kr^)K,+ c[L, + \rsE2 = 0, 

aber es lässt sich leicht aus den Relationen (4.) oder (5.) nachweisen, dass 
von diesen Gleichungen eine aus den übrigen folgt 
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Man findet nämlich 

Ci-in = ^y^ KL-KL ' 



Setzt man diese Werthe der Constanten c», c,, c^ in die Functionen 9, V 
ein, so ergeben sich für die Periodicitätsmodnln von (B an den Querschnitten 
61, 62, wieder mit Anwendung der Relationen (5.) resp. die Ausdrucke 

(17) '{ -^ ''^^ ^A-*^,^. ' 

Nachdem so die Function © (a?, y) völlig bestimmt ist, führen wir zwei 
Paare von unabhängigen Variablen r, , rj ; t^i , trj ein vermittelst der Gleichungen 

U _1_ 



di«2+y ««2, 



1 



(18.) 



dui+J dui^ 



_i_ 






j__ 

kl 



und betrachten als Function von diesen die Summe 

^ , u ^ Ol ^ 

(19.) { IT 

/»»r(x,) /•y„T(3i,) ö»o, /%,r(*,) /'y„riy,) g*a , , 



r*« 
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Diese Function hat die Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn t>i , t>2 mit 
iTi, W2 vertauscht werden, und aus den Ausdrücken (17.) flir die Periodici- 
tätsmoduln von ergiebt sich femer, wenn A^, Aj, /i, I2 ganze Zahlen sind: 



iTi, ir2)+4tt?2, 
tt?i7 1^2)+ 4^2, 



(20.) {77(<?i+a2i, «3+Ö22; t«?,, ir2) = i7(t>i, <?2 

^(t?l, t?2; tt?l+ail, «?2+öl2) = ^{^11 «2 
^(t?l7 «>2; «?1+021, «^2+022) = ^(«1, <?2 

(abgesehen von ganzen Vielfachen von 2 m, welche durch das logarithmische 
Verhalten der Function 0) eingeführt werden können.) 

Dieselben Eigenschaften bezüglich der Periodicität besitzt auch die 
Function 

woraus zu schliessen, dass 



77(ri, <?2; «?i, 1^2) -log 



*{l j(Vi+tt'liVi+«'3) 



gleich ist dem Logarithmus einer algebraischen Function von (x>i^X2^yi^y2^ 
und zwar einer rationalen Function von Xi^ r(a:i), 0:2, ^^2)7 Jd» ^(l^O? ^2? rij/t)^ 
welche ungeändert bleibt, wenn man Xi mit X2^ jd mit ^2 oder o?!, 0:2 mit ^1,^2 
vertauscht. Diese Function lässt sich aus ihren Unstetigkeiten leicht her- 
stellen. Da nämlich 



"It^K/""«.. Z""^) 





. , . , 1 

so 



als Function von Xi verschwindet in den Punkten Xi = oo und a?! = -rr? 
verschwindet 

'^tlllCy du^-J^du^-f'du^, Jdu2-Jdu2---Jdth) 



00 1 I) 



kl k\ 

in den Punkten aji = ^1 , 0:2 = C2 • Um also die Punkte zu finden , in denen 
'^lll J(«i+f^i,«2+«?2), als Function von Xi betrachtet. Null wird, hat man 

19* 
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Gathmg. 



die Gongrnenz zn lösen 

y^dut +Jdu, \f'^du^ +y^'<'"i ^-/"dux = 0, 



1 



1 

*1 



1 



f^dth+f dth^f'^dth^-fdth+J^'dih = 0, 

OD 1 1 I) 1 



*3 



_1 



iE:* 



und nach dem ^66/schen Theorem ergeben sich die Punkte ^i, ^^ als Null- 
punkte der Function 

(1-Äja?i)iri, (1-Ä^ir0a?i, r(a:i), a?ir(a?i) 
{l—k\x2)x2^ 1 1— &3a?2)a?2, r(a;2), a?2r(a?2) 

(1-Ä3'y2)y2, (l-*3y2)yM riy^), y2r{y2) 
Hieraus erhält man die Nullpunkte von ^\iä |(«i—ir,,<?2— ««'2) einfach 
dadurch, dass man r(yi), r^y^) durch —r{yi\ — rCy^) ersetzt. Demnach er- 
giebt sich für die Function IT der Ausdrack 

77(<?,,<?2;«?i,«?2) 



(21.) 



= log 






*mk^»+"'»'*'»+^»^ 



4. loff ^(^P<^.);^»Xa^>);yi><yi);yi>Ky»)> 

^ 4^1X^1 );a?.,rCa:,);y„-rCy.);y„-r(y,)) 



Auch hierin kann die Functioq '^Lj} durch jede der 15 Übrigen 
Theta-Functionen ersetzt werden. 
Königsberg im Mai 1876. 
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lieber ein dreifach orthogonales Flächensystem, 
gebildet aus gewissen Flächen vierter Ordnung. 

(Von Herrn A. Wangerin,) 



in seinen Vorlesungen über Dynamik sagt Jacobi bei Einführung 
der elliptischen Coordinaten (pag 198): „Die Hauptschwierigkeit bei der 
Integration gegebener Differentialgleichungen scheint in der Einführung der 
richtigen Variablen zu bestehen, zu deren Auffindung es keine allgemeine 
Regel giebt. Man muss daher das umgekehrte Verfahren einschlagen und 
nach erlangter Kenntniss einer merkwürdigen Substitution die Probleme 
aufsuchen, bei welchen dieselbe mit Glück zu brauchen ist." Im Folgenden 
soll nun eine neue derartige Substitution mitgetheilt und dieselbe ausser 
auf einige Fragen der Geometrie auf die Differentialgleichung des Potentials 
angewandt werden, die sich nach Einführung jener Substitution auf eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung reducirt. 

1. 
Zerlegt man die Gleichung 

x+iy = cosam(/+«w) 
durch Trennung des Reellen und Imaginären in zwei Gleichungen von der 
Form F{x, y, t) = 0, *(a:, y, u) = 0, so erhält man zwei Systeme sich recht- 
winklig schneidender Curven, deren jede die Form hat 

(1.) {x'-\-yy+Ax' + By'^D' = 0. 

A und B sind dabei Functionen der variablen Parameter t, u, also von 
Curve zu Curve veränderlich, während D für die Curven beider Systeme 
constant ist. Für alle Curven hat femer der Ausdruck 

einen constanten Werth. Aehnliche Curven erhält man, wenn man die ellip- 
tischen Functionen sinusamplitudo oder ^amplitudo an Stelle von cosinus- 
amplitudo setzt. Diese Curven sind zuerst von Herrn Siebeck untersucht (dieses 
Joum. Bd. 57). Einige weitere geometrische Eigenschaften derselben habe ich 
gefunden bei Gelegenheit der Reduction der Potentialgleichung für gewisse 
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Rotationskörper [Preisschriften der FUrstlich-«/a6/oi}otr«Artschen Gesellscliaft 
zu Leipzig, No. 18. 1875]. 

Die Analogie der eben definirten krummlinigen Coordinaten t, u mit 
den elliptischen Coordinaten in der Ebene legt die Frage nahe, ob es nicht 
auch, den confocalen Ellipsoiden und Hyperboloiden entsprechend, ein drei- 
fach orthogonales Flächensystem giebt, dessen Flächen durch eine analog 
der Gleichung (1.) gebildete Gleichung bestimmt werden, während die Con- 
stanten der Gleichung durch Relationen analog (2.) verbunden sind. Ein 
solches Flächensystem existirt in der That, wie die folgende Untersuchung 
zeigen wird. 

Dem Satze, dass confocale EUipsoide und Hyperboloide sich senkrecht 
durchschneiden, entspricht der folgende Satz: 

Satz: Die drei Flächen 

{x'+y'+zy+Ax' +By' +Cz' = D\ 

(3.) {{x'+y'+zy + Ax'+B,y'+C,z' = D\ 

{x'+y'+zy+Anx'+Bny'+Cnz'=^ D' 

schneiden sich rechtwinklig, wenn die in ihnen enthaltenen Constanten folgenden 
Bedingungen genügen: 

^ 4D'+AC _ 4D'+A,C, ^ 4D*+A,,C,, 

Damit jedoch jene drei Flächen sich wirklich schneiden, ist die weitere 
Bedingung nöthig: 

Beweis. Als*Bedingung dafür, dass die drei Flächen sich senkrecht 
schneiden, erhält man nach einigen leichten Reductionen, wenn man zur 
Abkürzung 

x'+y'-Vz' = p^ 
setzt : 

f ^ A, x''+B B, yHC C, aH4D'p' = 0, 
(6.) (A Anx^+B B,,y'+CCnz' + 4.D'Q' = 0, 
{A,Anx'+B,B,,y' + C,Cnz' + 4.D'Q' = 0. 
Eliminirt man aus den sechs Gleichungen (3.) und (6.) a:^, y\ z'^ , so erhält 
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man drei Bedingongsgleichangen für ^^ j? etc. Die Gleichungen (6.) zeigen 

nun, dass es bei jener Elimination nur auf die Verhältnisse ^, ^. — an- 

kommt Diese erhält man leicht, Wenn man je zwei der Gleichungen (3.) 
aubtrahirt und dazu die Gleichung x^ + y'^+z'^ = q^ nimmt 
Setzt man 



J, = 



B — Dl , C — Ci 
B~Bii, C—Cii 



J, = 



J. = 



A-Ai , B-Bi 
A-An,B-Bu 









Ky '~~ 0| • A ^ A I 

C — Cu, A — All 

J = Jl+Jt+Jj, 
so wird 

Die Gleichungen (6.) werden somit: 

f ^ Ai Ji+B Bi Jj+CCi J3+4:D'J = 0, 

(6«.) A AiiJi+B B„ ^,+ C CiiJi->f4:D'J = 0, 

Diese Gleichungen werden nun dnrch die' Annahmen (4.) erfüllt. Denn 
setzt man 






A—C 



= nD, 



drückt mit Httlfe derselben B und C durch A atis, ebenso (nach (4.)) Bi 
und C, durch A^ B„ und C,, durch Au, so wird 

_ DXnr+4Xn'+4X^-A,)(A-A„XA-AJ(m-n) 
' ~ (/l+mD)(il,+mI>)(il,,+mD)(il+nP)(il,+nI>)(4„+nD)' 

_ DXn'+4XA-A,XA-A,,XAu-Ad 
_ D\m'+4XA-A,XA-A„XA, -^„) 

Daher geht die erste der Gleichungen (6".) nach Unterdrückung der ge- 
meinsamen Factoren in folgende über: 

^ A (m - «) (m' +4) (»' + 4) ö - («' + 4) (A, + mD) (m^ -4Z)) (m A -4D) 

+ (m'+^){Aii+nD){nA-4D)(nAi-4:D) 

+4jZ)'(m'+4)(«H4)(»»-«)-(«*+4)(^+mZ))(A+»»/>)(Ai+«»/)) 

+(mH4)(^+«Z))(A+»l>)(A,+«l>)| = 0, 
und dies ist, wie man sich leicht überzeugt, eine identische Gleichung. 
Ebenso werden die beiden andern Gleichungen (6°.) durch die Bedingungen (4.) 
identisch erfüllt 



148 W angerin, über ein orthogonales Flächensystem, 

Damit ferner die drei Flächen (3.) sieh überhaupt schneiden^ müssen 

die Werthe von -r? ^7 A- positiv sein. Dies findet, wenn iii>>fi und 

^ " " 

-4 > -4i > All vorausgesetzt wird, statt, wenn die Bedingung (5.) erfüllt ist 
Dann sind, wie man leicht erkennt, die nicht gemeinsamen Factoren von 

Ji, ^^2, ^3 ^löd J positiv, daher -j-j -,-, -r positiv; und damit ist der obige 
Satz vollständig bewiesen. 

Zusatz. Aus den Gleichungen (4.) folgt noch: 

f.a^ 4D'+BC _ 4D'+BA _ 4Z>' 4-g.,C., _ mn+4 
^ ^^ Ä-C ~" B,^C, ■" B;,^C,, ~ m^n '^' 

Es wird daher jede der Flächen (3.) durch jede der Coordinatenebenen in 
einer Curve geschnitten, die unter den Curven (1.) enthalten ist Jede andere 
durch den Mittelpunkt gelegte Ebene schneidet die Flächen in eben solchen 
Curven, eine nicht durch den Mittelpunkt gehende Ebene aber nicht Be- 
stimmte von den Mittelpunktsschnitten werden Lemniscaten im weiteren Sinne 

(Co^Wfitsche Curven). 

2. 

Lässt man in den Gleichungen (3.) die drei Constanten A, A^ A^ 

innerhalb der durch die Bedingungen (5.) angegebenen Grenzen varüren, so 

stellen jene Gleichungen drei orthogonale Flächenschaaren dar. Durch die 

variablen Parameter -4, -4,', An dieser Flächenschaaren, oder vielmehr durch 

andere von diesen abhängige Grössen sollen nun zunächst die rechtwinkligen 

Coordinatcn x, y, z eines Punktes ausgedrückt werden. Statt der Parameter 

AfA^^A II drei andre Parameter zu wählen ist zweckmässig, um symmetrische 

Aiisdrllckü zu erhalten; nur sind die neuen Parameter so zu wählen, dass die 

Bedingungen (4.) erhalten bleiben. Ich setze daher: 

aX-4D' o 6A-4Z>* ^ cl^4D' 
^ = il^— 5 ^ = — m. — » ^ = 



k+a ' l+b ' ^ l+c 

^^^ . . al,^4W j. _ 6A,-4P« ^ _ a,-4Z)« 



w<> a, h, c Con8t»\nto, l, i,, Au die variablen Parameter sind. Dann wird 

./, .. t\^AI)'W)^'^D' + c'){b-'C){l + a){Xi + a){Xu + a\ 



V 
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Zur Abkürzung setze ich noch: 

(4i)Hc')(4Z)'+a')(c-a) = ß, 
(4 D^+ a") (4t D' + 6') (a-b) = y, 

{a-b){a-c){b~c) = A, 
ab + ac+bc-4:D^ = B, 

abc-4:D\a+b + c) = F, 



(10.) 



80 ist 



(11.) 



a+/3+y = A.B, 
aa + bß+cy = A.T, 
a^a+b''ß + cy = -4D^A.B, 



Daher wird 

(9-.) 



und somit sind 



= F. A jB [u,ia- 4Z)'(^+ii+iu)] + J^[;iii,+;i;t,,+Xi ;iu- w] \ , 



X' 



9" e*' e 



5- durch die neuen Variablen bestimmt 



Femer ergeben sich die Grenzen, zwischen denen l, ii, l^^ liegen 
müssen. Ist a>b'^c, und soll ^ > ii > ^u , so muss 

(12.) ;i>-c>Xi>-6>;ii,>-o 



e" e" e 



^ positiv werden. Um p^ ebenfalls durch il, ii, lu 



sein, damit 

auszudrücken, hat man aus der ersten Gleichung (3.): 

Q +9 Ä — ^ ' 



Nun ist 



AJi+BJ2+CJ3 = 



A, 
A-A, 



B, C 

B-Bi, C-C^ 

A — Aiij B — fiji, C — Cji 

= V. 



A, 


B. 


C 


^., 


5., 


Cr 


-^11? 


^11) 


Ca 



Daher 
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Von den beiden Vorzeichen ist, falls D^ positiv ist, nur das obere zu nehmen, 



X 



da für das untere — r etc. bei der obigen Grenzbestimmung flir die X negativ 

würde. Dass man flir — s- etc. nur einen Werth erhält, hätte man auch a priori 

sehen können, da jeder vom Mittelpunkte aus gezogene radius vector jede 
der Flächen nur in einem Punkte schneidet. 

Aus den Werthen (9.) ergiebt sich leicht V als symmetrische Function 
der l, und zwar wird: 

Nun haben V und J den gemeinsamen Factor F.A, V V^+4i)^^ hat so- 
mit denselben Factor, während der andere Factor nach einigen Reductionen wird : 

y{r+WB').\[U,ln -4DH^ + ^i + ^i,)r+4D'[U, + U,,+^i^ii-4D7i 
= y (a^ + 4 D') {b' + 4 D') {c' + 4 D') ^{l' + W) {l] + 4tD') {l], + 4D') . 
Wird nun gesetzt 

+ y(a'+4D^) (6^+4D') {c'+W) }^{X'+W) {Xl+W){X],^4J)') , 



(14.) 



so wird 

J ■" F.A.iV ' 
und 

(15.) (^ = AJV ' 

y " • A.iV ' 

••■ * - ÄJV 

Diese Ausdrücke der rechtwinkligen Coordinaten unterscheiden sich von den 
entsprechenden Ausdrücken in elliptischen Coordinaten nur durch den ge- 
meinsamen Nenner N, der eine symmetrische Function der X ist. 

Man erhält femer ein zweites, von dem eben behandelten ganz un- 
abhängiges System von orthogonalen Flächen, wenn man in den Glei- 
chungen (3.) und (4.) —7)^ an Stelle von D^ setzt. Dadurch bleiben alle 
eben entwickelten Formeln wesentlich ungeändert, nur kann in diesem Falle 
die Wurzel im Nenner ein doppeltes Vorzeichen haben. Von besonderem 
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Interesse ist dieser Fall hauptsächlich deshalb, weil er für D^ = oc^ während 
Oy by c endlich bleiben, genau in die elliptischen Coordinaten übergeht. 

3. 
Die weitere Untersuchung irgend einer der Flächen des obigen Systems 
erfordert die Kenntniss der von Lame Differentialparameter erster Ordnung 
genannten Functionen ä, Ai, An, welche durch die Gleichung 



dr* , dl] , dk 



dx' + dy'+dz' = j^ + :l-l + 



1 1 



1 1 



definirt werden. 

Durch logarithmisches Differentiiren der Ausdrücke (15.) ergiebt sich: 

* = *i(Ä)+(i)-+(S)'! 



Um die folgende Rechnung zn vereinfachen, setze ich: 

P = (^i^n-4D')B+.(Ai + Xu)r, 

(16.) {R = T/{i.l+4:D'){l'n + 4:D'), 

S = yiä'+AD') (6H4Z)*) (c'+4Z)'), 

a = a+b+c, 



so wird: 



(17.) 



rg+w^BP = (iii„-42)*)S', 



Femer ist 



N = lQ-WP+SRyx'+4D\ 



<^ ^ y 



+ 



2P* 



i+a ' l+b k+c 



= T-^' 



Endlich wird 



X' 



T + 



T + 



2D* 



(A+a)' ' (X+by ' (X+cy 

Um die letzte Gleichung 



abzuleiten, sind ausser den Relationen (11.) 

20* 
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zwischen «, ß, y noch die folgenden nöthig: 

«(6+c)+ ß{c^-d)-\- y(a+6) = A.(aB-r), 
(18 ) ! "" ^^"^"^ "^'^^ (c+o) +y c (a+6) = A . (or+4D»B), 

aa'(6+c)+/96Hc+«)+rc'(a+ft) = A.4DH-Ba+A 

abc+ßca+yab = A(B*-ar). 

Demnach wird: 

j^ _ p^ ( PA'+(ttP-Q)A+B P-aO+S" _±dNp ,_}_ /dN\\ „, , ^. > 

Nimmt man zunächst die Hälfte des zweiten Summanden mit dem dritten 
Sammanden zusammen, so ergiebt sich: 

so dass 

^ = 2N^(l+axUöXl+c) \[P^^+iaP-Q)l+BP~aQ+S^]N 

wird; und dieser Ausdruck geht nach einigen Reductionen, mit Benutzung 
der Relationen (17.), in den folgenden über: 

"F = 2JV'(Ä+a)(A+6)(i+cXA'+4I>') * i^ (^ ^ " "^ ^'^ (^ " ^0 (^ " ^») 

+ SÄ y;LV4D*S*(i-i,) (A-i„)| 

_ D*S\l-l,Xl-K,)-^ 

~ 2iV*(A+a)(A+6)(Ä+cXA'+4Z>') ' 

Daher ist 



1 DS}f(l-X,)ß-XJ. 



V'2JV(A + o) (A + 6)(A + c)(A* + 4D') 



(19.) 



1 PSy(A,-i)(A,-A„) 



A, ,/2iV(A. + a)(A. + 6)(A, + c)(AH- 4i)') 

1 DSi/(A„-A)(A„-A.) 



A. . y2iV(A, . + a)( A„ + 6)(A, , + c)(AJ . + 4D') 

AuH diesen Ausdrticken folgt nun leicht 1) die conforme Abbildung irgend 
einer l^'lätsho des Systems, 2) die llectification der KrUmmungslinien, 3) die 
(Joinpiunation der Oberfläche. 

1 ) Soll z. B. eine der Oberflächen l = const auf einer Ebene abge- 



Wangerin, über ein orthogonales Flächensystem. 153 

bildet werden, so hat man 

2N <(^.+aXA,+6)(*,+c)W+4D')"^(X„+a)(A„+6X*u+cX*!.+4ö') 

Der gemeinsame Factor beider Glieder, sowie auch die Factoreh von dX\ 

nnd diu sind positiv (Gl. 12). Setzt man daher: * 



t 



=/v 



vipnidx, 



(20.) ' M +«)(*,+ 6) a.+cx^:+4i>')' 



-=/; 



}'X — X,,dX„ 



und sind T und U die rechtwinkligen Ooordinaten der Ebene, auf welcher 
jene Fläche il = con8t abgebildet werden soll, so ist: 

[ T+iU = nt+iu), 

(21.) L _ f(t + iu) + f(t-iu) ,,_ f(t+iu)-f(t-iu) 

wo f eine willkürliche Function bezeichnet. Der Kartenmodul wird dabei 

und fUr den Fall, dass den KrUmmungscurven die Coordinaten T, V selbst 
entsprechen, wird f'(t+iu)f'{t—iu) = l. 

2) Die Bogen der KrUmmungscurven auf einer der Flächen X = const 
werden : 

, PS r i/(;t. - AX v;^jA, _ 

\ T/'iJ >/iV/(A,+ oXA, + 6)(X, + c)(^M-4W') 
(22.) iund 



DS r y(A„-A)(i,.-A,)dA,. 



_r _vj^ 



1^2 y yjvj/(A„ + a)(A„+fc)(^„ + c)(iJ. + 4P') 
Diese Integrale, welche wegen des Factors •\jN im Nenner eine Doppel- 
wurzel enthalten, können noch auf eine etwas einfachere Form gebracht 
werden durch folgende Umformung: 

Bezeichnen P,, P, , Äi diejenigen Ausdrücke, in welche die Ausdrücke 
P, Q, R (16.) durch Vertauschung von X mit Xi tibergehen, so ist 

1 1 -Q',X, + 4D'P, + SRjX]+4D' 



(23) (^ (?,A,-4I>'P, + Sß,/XfT4ö' 4D\P,X, + Q,y 

_ , \ y-0, + 2i/)7*; A -2»/ ? + ]/-ö,-2tI>f,]/V+27g )' 
l -^'1 ■ 2D(P,X, + Q,) I' 
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da ebenso wie in (17.) 

Q\ + WP\ = SRI 

wird. Das erste der Integrale (22.) wird demnach: 

Da nun*A,i weder in Pi noch in Qi vorkommt, so ist der Bogen der 
Kjümmungscurve gleich der Summe zweier ultraelliptischer Integrale dritter 
Gattung, von scheinbar imaginärer Form. 

3) Ein Stück der Oberfläche l = const. , welches zwischen zwei 
Krümmungscurven der einen Art Xi und l'i und zwei Ejümmungscurven der 
zweiten Art I2 und ili eingeschlossen ist, wird: 



-rr^. 



Dies Integral theilt sich nicht, wie das entsprechende für die Oberfläche des 
Ellipsoids, in die Summe zweier Producte von einfachen Integralen, da der 
Factor N eine entsprechende Zerlegung nicht zulässt Man kann jedoch die 
in N enthaltene Wurzel in den Zähler bringen, da 

N 4D\Pk+Qy 

ist. Das obige Integral theilt sich dadurch, da P und Q lineare Functionen 
von ^'i+^ii und XiXn sind, während 

ist, in zwei Theile, deren erster sowohl in Bezug auf ii, als in ein ultra- 
elliptisches, deren zweiter in Bezug auf li und ^ ein elliptisches Integral 
wird. Doch enthält stets das Integral nach li noch I2 in sich und umge- 
kehrt. Setzt man 

^ Z*^'. dl, 

^ dL, 






=/ 






^/(i _Ä)(Ä.+a)(A, +6XA. +CXAJ+4D') 



^ Ä„dA„ 
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SO werden ii.Ai^, h-^^n und V A^J + 4 ÖM'^ A,Ji + 40^ ultraelliptische Functionen 
von u und t>, die sich als rationale Functionen von Ö-Functionen mit zwei 
Argumenten darstellen lassen. Femer wird 

i(X, - AX^, +aXA, + hXX, +cXK +4D') ill-l, , XX, , +aXX, , + bXX, , +cXX\, +4i>0 

= --dudv. 
Somit wird das Oberflächenstück 

^0 j^'^ ' eii^e rationale Function der Transcendenten 0{u^f>) ist. 

4. 
Transformirt man die partielle Differentialgleichung 

JV = 0, 

indem man die rechtwinkligen Coordinaten x, y, z durch die oben definirten 
krummlinigen Coordinaten X, ij, X^^ ausdrückt, so geht dieselbe über in 
folgende : 

(24.) j?(i,-i,oV7w — ^Ir^^ = 0- 

Darin ist 

(25.) f{X) = (X + ä)iX + b)(X + c){X' + 4.D'\ 

N ist der gemeinsame Nenner von x^^ y^, «^^ das Zeichen JS bedeutet, dass 
die linke Seite aus der Summe dreier Ausdrücke besteht, die aus dem hin- 
geschriebenen Ausdruck durch cyklische Vertauschung von X, ^i, An ent- 
stehen. 

Setzt man 

(26.) V = }fN.V,, 
so geht die Gleichung (24.) in folgende über: 

(27.) = iV-l^(^.-Ä„)/A^)— ^~^-F,-2-(A,-X„)yA^) öJT^- 



Mit Benutzung der Bezeichnungen (16.) und der Relationen in (17.) erhält 
man nun für den zweiten Theil dieser Gleichung 
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wo a = a+b+c 

ist. Dadurch wird: 

(28.) 2{l, - ^u) (l^C^) öjT^ + ^'^ ^*<^^^'+ ^^'^1 = ^• 

Diese Fonn der Gleichung lehrt, dass der Gleichung genügt wird durch 

(29.) V, = F{l).F,{X,).F,{X,,\ 

wo die drei Functionen F, Fj, F2 durch ein und dieselbe gewöhnliche 
Differentialgleichung bestimmt werden, nämlich durch die Gleichung: 

(30.) ni)^ + ini)-^+Th^F{bl'+Sal'+Cl+C) = 0, 

während C und C zwei willkürliche Constante sind. Die allgemeine Lösung 
der Gleichung JV=^0 erhält man demnach, indem man den Parametern 
Cund C andere und andere Werthe beilegt, für jeden Werth den Ausdruck 
(29.) bildet und die verschiedenen Ausdrücke summirt 

Damit ist gezeigt, dass durch Benutzung der hier behandelten ortho- 
gonalen Coordinaten die partielle Differentialgleichung JV=0 sich auf die 
Integration einer einzigen gewölmlichen Differentialgleichung reducirt, der Diffe- 
rentialgleichung (30.). Die Probleme der Attraction, der Elektricitäts- und 
Wärmevertheilung für einen Körper, der von irgend einer Fläche des obigen 
dreifach orthogonalen Systems begrenzt wird, ist damit reducirt auf die Aufgabe : 
Eine gegebene Function einer Variablen nach den Integralen der Gleichung 
(30.) zu entwickeln, wenn darin C und C als variable Parameter betrachtet 
werden. Die Gleichung (30.) ist von derselben Art, wie die Gleichung, 
auf welche ich in der 9ben genannten Schrift die Gleichung ^F=0 für 
gewisse Rotationskörper reducirt habe, nur dass hier die Zahl der singulären 
Punkte um 1 (resp. 2) grösser ist. — 

Bemerkung. Das hier besprochene orthogonale Flächensystem ist von 
einem anderen Gesichtspunkte aus von Herrn Tisserand in den Comptes rendus 
Band 72 behandelt. Herr Tisserand stellt sich folgende Aufgabe: Welche 
Form muss die Function (p haben, damit die Gleichung 
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ein dreifach orthogonales Flächensystem mit dem Parameter l vorstellt. 
Die Beantwortung dieser Frage führt auf eine Gleichung von der Form (3.), 
und damit ist bewiesen, dass es ausser dem hier besprochenen Systeme und 
dem Systeme der confocalen EUipsoide und Hyperboloide keins beiden Ana- 
loges giebt Die weitere Behandlung der Flächen findet sich jedoch bei 
Tissfyrand nicht, und auch die im ersten Abschnitt von mir aufgestellte Be- 
dingung der Orthogonalität dreier Flächen von der Form (3.), auf die ich 
durch ganz andere Betrachtungen geführt bin, scheint mir einfacher zu sein 
als die Orthogonalitätsbedingungen bei Tisserand. 

Berlin, im Mai 1876. 
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Zusatz zu der Abhandlung über KugelAinctionen 

S. 86 des 80. Bandes. 

(Von Herrn Leopold Schendel in Tokio.) 



1. V ermittelst der Leibnis^chen Formel für den höheren Differential- 
qnotienten eines Products lässt sich leicht zeigen, dass, wenn n, n+a, n+b, 
n+a-^b positive ganze Zahlen bedeuten, die Gleichung 

«+a!(a?— 1) {x+1) -r-;^^ 



da?*+ö 






b 



= n+a + b\{x-l) \x+l) ' -^ '-- ^ ^ 

besteht. 

Für a = — A, 6 = +* und a= — &— 1, 6 = & erhält man aus derselben 
die Formeln 

Iw 2 .,+ f *•+*(«*-!)" -71.1/ 2 .x-T*1*(5j-i)" 



dx* 



= «!(.-l)-^(.+l)-^ '^^-^^t^W-^ 



= «!(«— 1) C«+l) 5^; > 

»-1-ä!(x'-1) \x-1) da;»+* 

= ■rg!(.--i)-»(.-i)-' ^-''t:!?r''-" 



in denen n^&» resp. k+1 ist 
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Man erkennt aus ihnen, dass sich die Kugelfunctionen Pl{x) und die 
ihnen zugeordneten Functionen Al'^{x) auch durch die Doppelgleichungen 

k_ _k^ 

_ w!(a?~iy ^(a?+i) ^ d^Cx-ty-^Cx+iy-^^ 



definiren lassen. 

Für die so definirten Functionen lassen sich nun in gleicher Weise 
vier dieselben in Beziehung zu einander setzende Formeln ableiten , von 
denen wir aber nur die aus den Gleichungen 

dx 



d[(a?-l)»-*(a;+l)»+i+* 



dx 



vermittelst der Operationen 






n+i\(x-\) *(«+!)» d- «!(«— 1) ''(as+l) '^ </» 



2-.B+1— Ä!n+1+Ä! <te-' 2».«+l+k!ii— Ä! dal' 

hervorgehenden einfachen Formehi 

2(x-l)-*Pj+Uaj) = (x-l)+Mj(aj)+(aJ+l)+*A-_»((E), 

anfuhren. 

Die letzte fuhrt in Verbindung mit der Gleichung 

auf die Formel 

21* 
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aus der, da demgemäss zufolge der Relation P\j, {x) = FLj, (x) offenbar auch 
die Formel 

.n±^PT^-^\x) = xPj;{x) + {x'^l)^Pt^,{x) 



besteht, die Relation 



2kx 



sich ergiebt. Femer gelangt man vermittelst der obigen Formeln zu der 
entsprechenden Relation 



2k+ix+i .,_, 



n+l--kAt:;l{x)+ IJi^J^ Ar\x)^n^kAT^zl{x) = 0. 

Für die Kugelfunctionen Qk{x) und die ihnen zugeordneten Func- 
tionen jBJ~* {x) lassen sich natürlich analoge Definitionsgleichungen aufstellen 
und analoge Relationen ableiten, die man in leichter Weise aus den obigen 
erhält, wenn man beachtet, dass offenbar 



ist. Es ist 



4-4- 






-f^. 



.-4-1, . ..+ * 



B'-^fx) = '^''•''+*!«— ^-fe!(g— ^ (a?+<) ' d—Xi — a;)-'+*(l 4-3;)-''-'-* 



+ 4. 



_ 2'.n+kln—i-M(x—i) \x+i) ^ d-"(i — a;)-»-'-*(l +a;)-»+* 

n! dx-" 

und femer 

2. Die Kugelfunctionen und deren Zugeordnete sind von uns nur für 
den Fall «^ A, resp. A+1 definirt worden. Gleichwohl kann man sie durch 
die gegebenen Definitionsgleichungen einführen auch für den ausgeschlossenen 
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Fall n<iky resp. Ar+l, wenn man diese, je nachdem sie die Functionen 

erster oder zweiter Art bestimmen, mit —1! multiplicirt oder dividirt und 

demgemäss sich in diesem Falle die Functionen Fj (a?), -4J~* {x) stets mit dem 

i 

Factor — 1! und die Functionen Qt {x\ jBJ"' {x) mit dem Factor -==- behaftet 

vorstellt. Es werden dadurch nicht allein die entwickelten Formeln allge- 
meingültig, sondern auch die beiden zusammengehörigen Formeln 



1 Wi 



Q'iz) = P' {x)Q''{x^) +2 2: i-iy P:{x)Q:{x,) cos k<p 

1 

in höchst einfacher Form darstellbar. Den Recursionsformeln sind zum 
Zwecke der Berechnung der Functionen die besonderen Werthe 






k 






k 






* 






ib 



(?r(ar) = ~1!(-1)*.2*-X^^-1) % (?r(^) = -(A-l)a:(?r(a:); 



Bt'Cx) = -l!(-l)*+\2*(^'-l) n^-l)-N ^r'(a?) = - ^*-^^^+^ fi*-i(a:) 

beizufügen. Die Integrationsgrenzen sind 1 und x für die Functionen Pj(a?) 
und Al~\x). 

Es scheint übrigens in Ansehung der Relation 

=^! PT"-^ {x) = 2 (- ir ^ C^r {x) 
empfehlenswerther, die Bedeutung des Functionszeichens Q^ {x) dahin abzu- 
ändern, dass man Ql{x) für 2(— l)*+^ipj(ar) zu setzen hat; vielleicht ist es 
noch besser, dieses Functionszeichen ganz aufzugeben und statt dessen sich 
des Zeichens — l!Pp~*(a:) zu bedienen. Es sind dann particuläre Integrale 
der Differentialgleichung der Kugelfunctionen die Functionen 

Pj(a:), ^m^'\x) oder ^!Pr(a:), Pt^'-^x), \ 
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je nachdem n^k oder < k ist. Analoges gilt selbstverständlich auch von 
den Zugeordneten. 

Wir stellen nun mit Berücksichtigung hiervon die gegebenen Cosinus- 
reihen noch in folgender Weise zusammen: 



X * 

p-«->(3) = F'(a;)/»-"-'(a?,) + 2jPj(ar)Pr-*(a;,)c08*y, 



l tll 

{x + ^x'-lco^cpY = F*((r) + 2jPj(a?)cosft<p. 

1 

Die dritte Formel, die der ersten gleichgebildet ist, geht aus der zweiten, 

und ebenso die vierte Formel, die mit der zweiten dieselbe bemerkens- 

werthe Aehnlichkeit hat, aus der ersten für a?i = cx> hervor. In der ersten 

und vierten Formel kann als oberer Summationsindex auch n angenommen 

werden. 

3. Unter den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 

denen durch hypergeometrische Reihen genügt werden kann, ist besonders 

bemerkenswerth die Differentialgleichung 

{x'-l)f''{x) + {2-^k)xf'{x)-n{n+l-k)f{x) = 0, 

welche die Eigenschaft hat, dass, wenn f{x) ein particuläres Integral derselben 

_*_ 

ist, auch (a?^— 1) ^ /* (x) ein solches ist. 

Nimmt man in dieser Gleichung k einmal gerade und das andere Mal 

ungerade an und ersetzt demgemäss k durch — 2ft und durch — 2A+1 und 
ausserdem n durch n—k resp. n— 1— Ar, so erhält man die folgenden zwei 
Differentialgleichungen 

{x''-l)r{x) + (2k + 2)xr{x)^{n^k){n+l+k)r{x) = 0, 

{x'--l)r{x) + {2k+Syxf\x)^{n'-'k+f)r{x) = 0, 
denen als particuläre Integrale die Functionen 

f{x), {x'^ir'r^'ix); fix), {x'^i)-^-' r'^-^x) 

oder auch die Functionen 

f\x\ (a:^-ir*r*(a^); f'-^^ix), {x'^l)-^r\x) 
genügen, wenn f{x) ein particuläres Integral für den Fall ft = 0, resp. —1 ist 
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Demnach genügen als particnläre Integrale die Functionen 

der Differentialgleichung 

{x'-l)r'{x) + 2xf'ix)-(n{n+l) + ^)rix) = 0, 
und die Functionen 

der Differentialgleichung 

ix'-l)f"{x)+xr{x)-(n-'+^^^^)f{x) = 0, 

wenn f{x) beziehungsweise ein particuläres Integral der Differentialglei- 
chungen 

{x'^l)r{x) + 2xr (x) - n {n+l)f{x) = 0, 

{x'-l)r{x) + xf'{x)-n^f{x) = 
ist. 

Die erste Gleichung ist die Differentialgleichung der Kugelfiinctionen, 
und dass ihr in der That die bezeichneten Functionen als particuläre Inte- 
grale genügen, zeigt die Jacobi^che Formel, nach der sie sich nur um einen 
numerischen Factor von einander unterscheiden. 

Die zweite Gleichung dagegen, die mit der ersten eine merkwürdige 
Aehnlichkeit hat und die unverändert bleibt bei Vertauschung von n mit 

— I» und k mit — ft+1, ebenso wie die Differentialgleichung der Kugel- 
functionen bei Vertauschung von k mit — ft und n mit — w+1, kann als 
die Differentialgleichung der Kreisfunctionen bezeichnet werden. Denn 
schreibt man sie in der Form 

und setzt dann x = cos &y so nimmt sie offenbar die Form der Differential- 
gleichung 

rW + («-*(*+l)cosec'^)A^) = 

an, der für ft = als particuläre Integrale die Functionen 

8iniii9^, coswi^ 
genügen. 



164 Sehende l, zur Theorie der Kugelfunctionen, 

Der DiflFerentialgleichung 

{x'^i)r{x)+xr\x)^n'r(x) = o 

genügen als particuläre Integrale die Functionen 

d^-Kx'-\y-\ ,^2 ig d-{x'-\y-\ 

und wir können demnach vier particuläre Integrale der in Rede stehenden 
Differentialgleichung angeben. Dieselben sind mit einander verbunden durch 
die Gleichung 



und die aus dieser durch Vertauschung von k mit — A+1 hervorgehende 
Gleichung. Die dem Falle A = entsprechenden particulären Integrale 
stehen ausserdem, wie man vermittelst einer bekannten Formel für den Diffe- 

rentialquotienten — ^ — ^) laicht findet, zu den Kreisfunctionen in der 
folgenden Beziehung: 

— n.2^-i '•'^ \^^_i ^ — = smnarccoso?, 

2-".^~''i\l— x^)* ^ ~^^ — = cosnarccosa;. 

Aus derselben Formel ergiebt sich auch die Relation 

und hieraus unter Berücksichtigung der Gleichungen 

2+".^+«|i == 1.3. ..2^^, 2-».^-"'* = , (-iJL z^- 

die Relation 

in welcher sich die Eigenschaft der Differentialgleichung, bei Vertauschung 
von n mit — « unverändert zu bleiben, ausspricht. 

Tokio (Yedo), im December 1875. 



*) Schlömilch, Comp. d. h. Analysis 11, 2. Aufl. p. 7. 
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Zur Theorie der Gammafunction. 

(Von Herrn F. E. Prym in Würzburg.) 



Uas schon Euler bekannte Product: 

^, X _ 1 2' 3' w* 

(ii-l)!w' 



»(ä+1)(»+2)...(ä+w— 1) ' 

wobei s eine beliebige complexe Zahl bedeutet und unter n' derjenige Werth 
der Reihe l+alnii+2r^^^+'*'^^ verstehen ist, welcher dem reell genomme- 
nen Logarithmus der positiven ganzen Zahl n entspricht, convergirt nach den 
Untersuchungen von Gauss (Werke, Bd. 3. pag. 145) und Herrn Weierstrass 
(Theorie der analytischen Facultäten, dieses Journal Bd. 51) für jedes von 
0, —1, —2, ... verschiedene endliche z mit unbegrenzt wachsendem n gegen 
eine nur von z abhängige, mit r{z) zunächst zu bezeichnende Grenze, so 
dass also 

Die auf diese Weise definirte Grösse Jr(«) steht aber zu der Grösse z nicht 
nur in eindeutiger Beziehung, sondern sie ist auch eine einwerthige Function 
der complexen Variable z im Sinne der neueren Functionentheorie. Einen 
Beweis dafür hat zuerst Herr Weierstrass in der erwähnten Arbeit (pag. 40) 
gegeben, indem er zeigte, dass die von ihm mit Fc{z) bezeichnete Function 
[/^(ä)]"^ sich nach ganzen Potenzen von z in eine für jeden Modul von z 
convergirende Reihe entwickeln lässt. Es ist demnach r{z) eine einwerthige 
Function der complexen Variable ä, die mit Ausnahme der Punkte 0, —1, —2, ..., 
wo sie oo* wird, und des unendlich entfernten Punktes der Zahlenebene, wo 
sie eine Unstetigkeit der dritten Art besitzt, in der ganzen übrigen Ebene 
allenthalben stetig ist. 

Die Function r{z\ unter dem Namen der Gammafanction allgemein 
bekannt, genügt den Gleichungen: 

(I.)' lim^^^ = 1, (n,) r(5+i) = w(a), 

(unter n hier und immer eine positive ganze Zahl verstanden), in dem Sinne, 
dass die erste Gleichung für jedes endliche z gilt, die zweite, streng ge- 

Joumal für Mathematik Bd. LXXXIL Heft 2. 22 
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nommen, nur für die von 0, —1, —2, ... verschiedenen Werthe von ä, da 
für Ä = 0, — 1, — 2, • . . das Zeichen r(js) ohne Bedeutung ist. Die zweite 
\ Relation erhält man, indem man in der Gleichung 



a ' 



1 + - 
n 

die Werthe ä = 0, — 1, — 2, ... ausgeschlossen, bei unbegrenzt wachsendem 
n zur Grenze tibergeht Bildet man dann durch wiederholte Anwendung 
der gewonnenen Relation (11.) die Gleichung 

r(g+w) _ a(g+i)...(a+n-i)r(g) _ r(g) 

(n-l)!n' "" (n-i)!ii' ~ ^(»,ii) ' 

SO folgt aus dieser sofort die Relation (I.), indem man, unter Berücksichtigung 
von lim 5ß (», n) = r{z\ bei unbegrenzt wachsendem n zur Grenze Übergeht 
Die Gtiltigkeit der Relation (I.) flir ä = 0, — 1, — 2, ... erschliesst man direct 

yyDie Gleichungen (I.) und (II.) bestimmen , wie später bewiesen wird, 
für sich allein die Function r{z) vollständig.^ 

Untersucht man nun die Verwandtschaft der Gammafunction mit den 
rationalen Functionen, so erscheint diese Verwandtschaft zunächst als eine 
ziemlich weite. Denn eine fttr jeden Werth von ä geltende Darstellung 
dieser Function durch ein Product von Linearfactoren mit den Exponenten 
+ 1, wie sie für die rationalen, die trigonometrischen und viele andere ein- 
werthige Functionen existirt, ist hier unmöglich. Ein jeder Factor von 
$ (j5 , w) enthält im Zähler eine Exponentialfunction. Dagegen existirt fttr 
die Gammafunction ebenso wie flir die genannten Functionen eine für jedes 
z gültige Darstellung durch eine Summe von Partialbrüchen und ganzen 
Potenzen von z, so dass die Verwandtschaft der Gammafunction mit den 
rationalen Functionen denn doch eine nähere ist, als es zunächst den An- 
schein hat, wenn man nur die Darstellung durch ein unendliches Product, 
von der oben ausgegangen wurde, berücksichtigt. Diese Darstellung von 
I\z) durch eine Summe von Partialbrüchen und ganzen Potenzen von z 
ist gewiss auch schon von anderen Mathematikern bemerkt worden. In 
dem mir zugänglichen Theile der äusserst umfangreichen Literatur über die 
Garamafanction habe ich eine solche nicht finden können. Ich lege auf 
dieselbe aber auch nur insofern Werth, als sich dadurch eine Zerlegung der 
Gammafanction in zwei einfachere Functionen, P{&) und iP(a), ergiebt, die 
durch ebenso einfache Bedingungen, wie die oben fttr r{z) aufgestellten 
Bedingungen (I.) und (II.) es sind, vollständig definirt werden können. 
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• 

Um zu der erwähnten Darstellung und Zerlegung zu gelangen, be- 
merke man, dass die Function Jr(») im Endlichen nur für die Punkte « = 0, 
— 1, —2, ... unstetig wird und zwar oo*. Berücksichtigt man dann, dass, 
unter v eine positive ganze Zahl, die Null nicht ausgeschlossen, verstanden, 

üm(g+y)r(g) = lim(^+y) , ^ J^T^''t^\ _^,. =-M^, 

so folgt, dass r{z) u / \ 1 wenn eine hebbare ünstetigkeit ausge- 
schlossen, flir den Punkt » = — y stetig bleibt. 
Man bilde jetzt die unendliche Reihe 

z !!(»+!) "^ 2!(5+2) *""^ v\(z+v) ■^'"' 

80 convergirt dieselbe flir jedes von 0, —1, —2, ... verschiedene z. Da 
femer ein jedes Glied dieser Reihe sich fttr die Umgebung irgend eines 
von 0, —1, —2, ... verschiedenen Punktes a der Ebene durch eine nach 
ganzen Potenzen von z — a fortschreitende Reihe darstellen lässt, die flir das 
Innere eines um a als Mittelpunkt beschriebenen Kreises, der keinen der 
Punkte 0, —1, —2, ... einschliesst, convergirt; auch die auf diese Weise 
aus der obigen Reihe entstehende doppelt unendliche Reihe unbedingt con- 
vergirt, da die ihr entsprechende Modulenreihe convergirt, und ihr Werth 
demnach von der Anordnung ihrer Glieder unabhängig ist; so kann man 
den Werth P{z) der obigen Reihe für das Imiere des um a beschriebenen 
Kjreises durch eine nach den ganzen Potenzen von z—a fortschreitende 
Reihe darstellen, und es stellt denmach 

i i 1 1 

^^*^ ^ T "" 1!(ä+1) "^ 2!(»+2) "" 3!(i"qp3) "^'" 

eine einwerthige Function der complexen Variable z dar, die mit Ausnahme 
der Punkte « = 0, —1, —2, ..., wo sie c»* wird, und des unendlich ent- 
fernten Punktes, wo sie eine Ünstetigkeit der dritten Art besitzt, in der ganzen 
Übrigen Ebene allenthalben stetig ist. 

Die so definirte Function P(») gentigt den Gleichungen: 

<•■•' '.?.^^ = »' '°-) '■(»+1) = ""w-l, 

in dem Sinne, dass die erste Gleichung für jedes endliche z gilt, die zweite, 
streng genommen, nur für die von a = 0, — 1, — 2, ... verschiedenen Werthe 
von a, dafürj5 = 0, —1, —2, ... das Zeichen P{z) ohne Bedeutung ist. 
Die erste Relation ergiebt sich, indem man berücksichtigt, dass bei unbe- 

22* 
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grenzt wachsendem n, welchen Werth auch ss besitzt, P(»+ii) gegen Null 
convergirt und gleichzeitig der Modul von (in— 1)!«* über alle Grenzen 
wächst Die zweite Relation dagegen folgt durch eine leichte Rechnung 
aus der die Function P(z) definirenden Gleichung. Durch wiederholte An- 
wendung der Relation (IIi.), unter Ausschluss der Werthe ä = 0, — 1, — 2, . . . , 
erhält man die Gleichung 

aus der sich, unter Berücksichtigung von lim P (« + n) = 0, sofort 



»=rQD 



p{z) = lim— ri+— !-_+...+ 1 1 

ergiebt, so dass die Function eP(z) für die ganze Ebene auch durch die 

unendliche Reihe 

11 1 

eP{z) = -+ ,(,^,) +•••+ ^(,^.i)...(^+„_i) +••• 

dargestellt wird. 

y^Die Gleichungen (I^.) und (IIi.) bestimmen, wie später bewiesen wird, 
für sich allein die Function P{z) f>ollständig,^ 

Man bilde jetzt die Differenz der Functionen r{z) und P{z) und be- 
zeichne dieselbe durch Q{z\ 

(?(«) = r{z)^P(z), 

so ist Q{z) ebenfalls eine einwerthige Function der complexen Variable z. 
Die Functionen r{z) und P(z) werden im Endlichen nur für die Punkte 
a = 0, —1, —2, ..., —V, ... unstetig, und zwar allgemein für den Punkt 
z = —V so, dass 

bestimmte Grössen sind. Erklärt man demnach als Werth Q (— y) der Func- 
tion Q {z) für den Punkt js = — y (wo die obige Gleichung versagt, indem 
ihre rechte Seite die Form oc — !3c annimmt) den immer existirenden Grenz- 
werth der DiflFerenz r{z) — P (a) für lim » = — r, so ist die auf diese Weise 
vollständig definirte Grösse Q{z) eine einwerthige Function der complexen 
Variable z, die mit Ausnahme des unendlich entfernten Punktes der Zahlen- 
ebene, wo sie eine Unstetigkeit der zweiten Art besitzt, in der ganzen übrigen 
Ebene, d. h. für jeden endlichen Werth von z stetig ist. In Folge dieser 
Eigenschaften lässt sich die Function Q{z\ nach bekanntem Satze der Func- 
tionentheorie, auch durch eine nach den ganzen Potenzen von z fortschreitende, 
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für jeden Modul von z convergirende unendliche Reihe darstellen, so dass also 

wobei die c gewisse, von z freie Constanten bedeuten. Die Bestimmung 
dieser Constanten ergiebt sich ohne Mühe, wenn man berücksichtigt, dass 
für positive Werthe x von z: 

r{x) =^/^e-^^ui P{x) =yV^r-'rff, 

u 

und daher 



Q{x) = r{x)-P{x) =y*e-^r-'rf|. 



Die erste dieser drei Gleichungen ist bekannt. Die zweite verificirt man, 
indem man e"^ durch die Exponentialreihe ersetzt, und die dadurch unter 
dem Integralzeichen entstehende Reihe gliedweise nach | zwischen den 
Grenzen und 1 integrirt. Aus der dritten Gleichung ergiebt sich dann, 
indem man die rechte Seite derselben nach den ganzen Potenzen von x 
entwickelt, für Cy der Werth 



Die Function ^(a) genügt fUr jedes endliche a den Gleichungen: 
(I^) Ihn ^^g+g. = 1, (H,.) p(a + l) = aÖ(a)+|. 

Die erste Relation ergiebt sich, indem man die Gleichung 

Q{z + n) = r{z + n)-P{z+n) 

beiderseits durch {n—Vjln' dividirt und dann bei unbegrenzt wachsendem n, 
unter Berücksichtigung der Relationen (I.) und (Ij.), zur Grenze über- 
geht. Um die Relation (IIj.) zu erhalten, subtrahirt man von der Glei- 
chung r(j5+l) = zr{z) die Gleichung Piz+1) = aP(j5) und ersetzt dann 

/'(ä+1)-P(«+1) durch Q(z+1\ r(«)-P(«) durch Q{z). 

y,Die Gleichungen (I2.) und (II2.) bestimmen, wenn zudem für j5 = 
eine hebbare Unstetigkeit ausgeschlossen ist, die Function Q{z), wie im Fol- 
genden bewiesen wird, vollständig/^ 

Nachdem so die gewünschte Darstellung für 'die Gammafunction ge- 
wonnen ist, auch gleichzeitig die Zerlegbarkeit von r{z) in zwei einfachere 
Functionen P{z) und Q{z)j so dass r{z) = Piz) + Q{z)^ sich ergeben hat, 
l)leibt schliesslich noch nachzuweisen, dass die Gleichungen (I.), (II.) die 
Function /'(«), die Gleichungen (Ii.), (IIi.) die Function P(«), endlich die 
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Gleichungen (I^.)? (II2O die Function Q (») vollständig bestimmen. Die drei 
diese Behauptungen aussprechenden, schon vorher kurz markirten Sätze 
sind aber nur specielle Fälle eines allgemeineren Satzes, der sich wie folgt 
aussprechen lässt: 

Satz. Bedeutet S(«) ein dem Punkte s der Ebene beigeschriebenes 
Symbol, so dass nach dieser Bezeichnung den äquidistanten Punkten 
Ä+1, Ä + 2, ..., z + n, ... die Symbole S(«+l), S(ä+2), ..., S(ä+»), ••• 
beziehlich zukommen, und gewinnt dann das Zeichen S(«+») von einer, 
durch das s^ von dem man ausging, bestimmten ganzen Zahl n (die auch 
Null sein kann) an die Bedeutung einer mit der ganzen Zahl n sich so 
ändernden Grösse, dass 

(I'O lim ^('+"\ = k, 

wo k eine von z freie Constante, deren Werth beliebig, bezeichnet : ist dann 
femer S{s) mit S(a+1) durch die Relation 

(n'.) s{z+i) = zS{z)+i, 

wo / ebenfalls eine von z freie Constante mit beliebigem Werthe bedeutet, 
verknüpft, und zwar in dem Sinne, dass diese Gleichung S(«+l) oder 
S{z) erklärt und bestimmt, jenachdem feststeht, dass S{z) oder dass S(a+1) 
für das betreffende z nicht bedeutungslos, und zudem ftlr a = eine heb- 
bare Unstetigkeit ausgeschlossen ist: so stimmt die so definirte Grösse S{z) 
ftlr jeden Punkt z der Ebene mit der Function {k—le)P{z)+kQ{z) Uberein. 
Zunächst bemerke man, dass die Function {k'-le)P(z) + kQ{z) in 
der That den Gleichungen (I'.), (11'.) genügt, dass also diese Gleichungen 
nichts Unmögliches verlangen. Es bleibt demnach nur noch nachzuweisen, 
dass auch jede, die Bedingungen (F.), (11'.) erfüllende Grösse S{z) mit der 
genannten Function übereinstimmt. Zum Beweise dessen fixire man irgend 
ein von 0, —1, —2, ... verschiedenes z, dann lässt sich nach der ersten 
Voraussetzung zu diesem z eine positive ganze Zahl n finden, so dass 
S{z + n) eine bestimmte Zahl bedeutet, folglich auch 

S(ä + «-1), S(a + «-2), . . ., S(«), 
wie die Anwendung der Gleichung (11'.) sofort ergiebt, da z nicht Null 
und auch keine negative ganze Zahl sein soll. Damit ist zunächst be- 
wiesen, dass Siz) für jedes von 0, —1, —2, ... verschiedene z einen be- 
stimmten Werth hat. Bildet man jetzt, unter Ausschluss der Werthe^ 
» = 0, —1, —2, ..., durch wiederholte, w-malige (» beliebig) Anwendung 
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von (11'.) die Gleichung: 

[11 1 1 



ä(ä+1) ' ' »(»+l)...(»+n~l) 

S(» + «) (n-l)!n' 



+ 



(n— l)!n' a(Ä+l)...(a + fi— 1) ' 

und lässt dann die Zahl n, deren Aenderung den Werth von S(«) und folg- 
lich auch den Werth der rechten Seite der Gleichung nicht beeinflusst, 
unbegrenzt wachsen, so convergirt die in der eckigen Klammer stehende 
Grösse, wie schon früher bemerkt, gegen die Grenze eP(Ä), der erste 
Factor des hinter der eckigen Klammer stehenden Productes, der Voraus- 
setzung (!'.) gemäss, gegen die Grenze A, der zweite Factor, als mit ^(a,«) 
identisch, gegen die Grenze r{z) = P(z) + Q(z). Durch Uebergang zu den 
Grenzen folgt also S{z) = —/ePfa) + *(/'(«)+ Q(^))* womit weiter bewiesen, 
dass die Grösse S{z) für jeden von 0, —1, —2, ... verschiedenen Punkt 
der Ebene denselben Werth wie die Function {k--le)P{z)+kQ(z) besitzt; 
speciell flir den Punkt z = l demnach den Werth S(1) = A— /c+/, da 
P(l) = l— e"^^ iP(l) = e"* ist. Es handelt sich schliesslich noch um das 
Verhalten von S(z) für die, bei der vorhergehenden Betrachtung ausge- 
schlossenen Punkte « = 0, —1, — 2, . . . In Bezug hierauf unterscheide man 
den Fall, wo k-^le nicht gleich Null, von dem Falle, wo Ar— /e gleich 
Null ist. Im ersten Falle ist das Symbol S(0) jedenfalls bedeutungslos; 
denn wäre S{0) eine bestimmte Zahl, so müsste in Folge der Rela- 
tion (ir.), die filr a = in S(l) = O.S(0) + / übergeht, S(l) gleich / 
sein, während es doch den von / verschiedenen Werth k — le + l besitzt. 
Mit S(0) zugleich sind aber auch immer die Symbole S(— 1), S(— 2), ... 
bedeutungslos, denn wäre S(— y) eine bestimmte Zahl, so wären in Folge 
von (ir.) auch «(-y+l), S(-y+2), ..., S(0) bestimmte Zahlen. Für die- 
selben Punkte J5 = 0, —1, —2, ... ist aber auch (Ar— /e) P{z) + kQ(z) ohne Bedeu- 
tung: es stimmt also in diesem ersten Falle S{z) vollständig mit der Function 
{k'-le)P{z) + kQ(z) überein. Im zweiten Falle, wo &— te = ist, stimmt die 
Grösse S(«), wie vorher bewiesen, jedenfalls für alle vonO, —1, —2, ... ver- 
schiedenen Punkte 'z mit der Function kQ{z)== leQ{z) überein. Wäre nun 
S(a)fUra = bedeutungslos, oder reprä8entirteiS(0) einen von leQ[0) ver- 
schiedenen Werth, so besässe, da P(ä) für « = stetig, S{z) für diesen Punkt 
eine hebbare Unstetigkeit, was gegen die unter (ir.) in dem obigen Satze 
gemachte Voraussetzung verstiesse. Es ist demnach S(0) = feß(0}, und 
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daher auch S(--l) = /cß(-l), S(-2) = /eP(-2), ..., da die Gleichiing 

S(a+1) = a,S(») + /, 
welche die Grösse S(«) von ä = nach a = — 1, —2, ... fortsetzt, dieselbe 
Form besitzt wie die Gleichung leQ{s+i) = zJeQ{ss)+l, welche die Function 
leQ{z) von « = nach ä = — 1, —2, ... fortsetzt. Die Grösse S(») stimmt 
also in diesem zweiten Falle für jeden Punkt « der Ebene mit der Function 
leQ{a^) = kQ{36) Uberein, und demnach auch, daft— /e = 0, mit der Function 
(&— fe)P(»)+Äß(»). Damit ist der aufgestellte Satz vollständig bewiesen. 

Für ft = 1, / = gehen die Bedingungen (!'.), (II'.) in die Bedingungen 
{L\ (II.) ttber und S(ä) wird P^z) + Q{z) = r(«). Für A = 0, / = - e"^' gehen 
(r.), (ü'.) in (Ii . j, (11, .) über und S{z) wird P(«). Für A = 1, / = e"' endüch 
gehen (I'.), {U'.) in (I2.), (n,.) über und S{z) wird Qis). Die auf diese 
Weise aus dem allgemeinen Satze entstehenden drei speciellen Sätze stimmen 
mit den schon früher markirten Sätzen Uberein. 

Das Resultat der ganzen Untersuchung lässt sich jetzt wie folgt 
aussprechen: 

y^Es exisliren swei eon z abhängige Grössen P{z) und Q{z)^ eon denen 
die erste durch die Bedingungen (Ii.), (IIi*) allein, die zweite durch die Be- 
dingungen (I2O7 (^sO? unter Ausschluss einer hebbaren Unstetigheit für j5 = 0, 
vollständig bestimmt ist, und deren analytische Ausdrücke beziehUch 

^(«) = -^ 1!(5+1) "*" 2!(a+2) ' 



1 /** d^ 

P(«) = Co+Ci« + C2J5'+ •••, Cy = :^ e-^ln'l-y , 



sind. Beide Grössen sind einwerthige Functionen der complexen Variable z, 
die erste mit dem Charakter einer echtgebrochenen rationalen Function, die 
zweite mit dem Charakter einer ganzen Function, Aus ihnen entstehen, indem 
man vermittelst zweier willkürlicher Constanten p, q die Form pP{z) + qQ{z) 
bildet und dann für p, q alle möglichen Zahlenpaare setzt, unendlich viele Func-- 
tionen, von denen eine Jede zweien speciellen Gleichungen von der Form (T.), 
(ir.) genügt, und auch umgekehrt durch diese ihr speciell entsprechenden Glei- 
chungen allein vollständig bestimmt erscheint. Unter all diesen zusammenge- 
setzten Functionen zeichnet sich die den Werthen p = q = 1 entsprechende 
Function P{z) + Q{z) durch besondere Eigenschaften aus und erweist sich als 
identisch mit dem unter dem Namen der Gammafunction bekannten Gebilde.^ 

Würzburg, im Juni 1876. 
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Ueber die reciproke Verwandtschaft von jP'-Systemen 
und *'- Geweben und die quadratischen -F^- Systeme 

achter Stufe. 

(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 



JJie geometrischen Verwandtschaften der Collineation und der Reci- 
procität werden bekanntlich algebraisch durch lineare Transformationen ho- 
mogener Punkt- oder Ebenencoordinaten dargestellt Ihr Begriff ist daher 
einer solchen Erweiterung fähig, dass er auch auf das F"-System und das 
*"-Gewebe von N(n) = i (i» + 1 ) (« + 2) (« + 3) — 1 Dimensionen anwendbar 
wird; und zwar ergiebt sich diese Verallgemeinerung, wie ich in einer 
früheren Arbeit*) gezeigt habe, ohne Weiteres aus einer geometrischen 
Deutung von linearen Substitutionen, durch welche die N{n) + 1 homogenen 
Coordinaten einer Fläche n^^ Ordnung F" oder n*«' Classe *" in andere trans- 
formirt werden. Dass diese Verallgemeinerung eine nützliche ist, und dass 
sie der geometrischen Forschung wichtige Hülfsmittel und Methoden an die 
Hand giebt, dürfte sich an den einfachsten Fällen am besten nachweisen 
lassen. 

Wir wollen zu dem Ende die reciproke Verwandtschaft für den Fall 
n = 2 ausführlicher, als es a. a. 0. geschehen konnte, erörtern; um jedoch 
die Analogie der Fälle n = l und n = 2 gebührend hervorzuheben, schicken 
wir in §. 1 eine kurze Theorie der reciproken Verwandtschaft von F^- 
Systemen und *^-Geweben voraus. Wie diese sofort zu den Flächen zweiten 
Grades führt, so führt die reciproke Verwandtschaft im Falle « = 2 gerades- 
weges zu den quadratischen F^-Systemen und *^-Geweben achter Stufe. 
Ihrer Untersuchung, insbesondere ihrer Eintheilung in Hauptarten und ihrer 
Polarentheorie ist ein grosser Theil (§. 3) dieser Arbeit gewidmet ; das Auf- 
treten des allgemeinen Strahlencomplexes zweiten Grades ist für gewisse 
sehr specielle Arten derselben bezeichnend. Weniger ausführlich wird das 
Nullsystem von neun Dimensionen erörtert (§. 5), welches dem gewöhnlichen 
Nullsystem analog ist, sich aber durch grössere Mannigfaltigkeit interessanter 

*) „Ueber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen^, in diesem Bande, S. 17. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXU. Heft 3. 23 
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Eigenschaften vor letzterem anszeichnet. Aus dem Abschnitte über die 
Flächen vierter Classe oder vierter Ordnung (§. 4) heben wir hier nur das 
merkwürdige Ergebniss hervor, dass aus einer ** oder F* eine ganze Reihe 
solcher Flächen (**, F*, *J, FJ, *5, ...) abgeleitet werden kann, von welchen 
jede durch die vorhergehende eindeutig bestimmt ist, und die alle zu dei 
ersten und zu einander in sehr innigen invarianten Beziehungen stehen. 
Analoges gilt von einer *'" oder F'", wie denn überhaupt alle wichtigeren 
Ergebnisse dieser Arbeit leicht auf den allgemeinen Fall n = n übertragen 
werden können. 

§. 1. Reciproke Transformationen des Baumes von drei Dimensionen. 

1. Zwei Räume R^ und R^ seien auf je ein tetraSdrisches Coordinaten- 
System bezogen, und es seien o^i, a^, 0^3, x^ die homogenen Coordinaten 
eines Punktes x von i?„ und jfi, jf2, ^3, Jf4 diejenigen eines Punktes y von 
ßy. Sind die x^ veränderlich, so repräsentirt die lineare homogene Gleichung: 

(ö.) fiaPi + ^2a?2+f3a?3 + ^4a?4 = 

eine Ebene l von ß«, und li, ^29 ^39 ^4 heissen die homogenen Coordinaten 
dieser Ebene, ebenso sind 171,' 1727 %? ^4 die Coordinaten einer Ebene von 
Äy, deren Gleichung I7ijfi+%y2+%y3+»?4y4 = ist. 

Durch eine bilineare Gleichung von der Form: 

(^i^l + kl^X-^ /l3 Jf3 + /|4ff4) a?i 
.+(tljfi+fey2+(23y3 + ^4y4)ir2. _ 

+ ((lljfl + (wjf2 + fey3+^y4)a?3^ 
+ ('41^1+ /42jf2+ /43jf3 + '44^4) a?4 

werden nun mit jedem Punkte des einen Raumes unendlich viele Punkte 
des anderen eerknüpft, und zwar liegen dieselben in einer dem Punkte ent- 
tpr eckenden Ebene. Nämlich je zwei Punkte x und y, deren Coordinaten 
der Gleichung (6.) genügen, sind durch (6.) mit einander „verknüpft"; und 
ist einer der Punkte gegeben, so repräsentirt (6.) die ihm „entsprechende" 
Ebene d. h. den geometrischen Ort des anderen Punktes. Durch die bilineare 
Gleichung wird also zwischen den Räumen Ä, und Äy eine reciproke Be- 
ziehung hergestellt, so dass jedem Punkte des. einen Raumes eine Ebene 
des anderen zugewiesen ist Wird a:,=/i,+Är.gri gesetzt und lässt man so- 
dann den Parameter * sich ändern, so beschreibt der Punkt x eine Punkt- 
reihe pq; zugleich aber beschreibt die ihm entsprechende Ebene einen zu 
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pq projectivischen Ebenenbüschel, weil (6.) die Form P+k.Q= annimmt, 
wenn äie Gleichungen P = nnä ^ = die beiden den Punkten p und q 
entsprechenden Ebenen von R,j darstellen. 

2. Bringen wir die Gleichung der Ebene f von Ä,, welche einem 
beliebigen Punkte y von Ry entspricht, auf die Form (a.), so ergeben sich 
durch Vergleichung mit (6.) folgende Ausdrücke für die Ebenencoordinaten Sn 

(c.) Si = lnyi+l^y2+layz+ti*y* flir « = 1, 2* 3, 4. 

Es ist unnöthig, in diesen vier Gleichungen die f, mit einem Proportionali- 
tätsfactor zu versehen, denn bei der Bestimmung der Ebene S kommt es 
nur auf die Verhältnisse ihrer Coordinaten an. — Für die Coordinaten der 
Ebene tj von Ry, welche einem beliebigen Punkte x von R^ entspricht, er- 
geben sich ebenso die Ausdrücke: 

(rf.) rji = l^iXi + l2iX2+lzi^3+t^^* fttr 1 = 1, 2, 3, 4. 

Also die Coordinaten der Ebenen beider Räume gehen durch lineare Sub- 
stitutionen über in die Coordinaten der ihnen entsprechenden Punkte. Diese 
Substitutionen (c.) und (rf.) entstehen aus einander durch Transposition. 

Ein Punkt des einen Raumes beschreibt eine F", wenn seine ent- 
sprechende Ebene in dem anderen Räume eine *" umhüllt; oder jeder ** 
f)on R^ oder Ry entspricht eine F" in Ry resp. R^. Die Gleichung /^ (f i , f 2 , & ^ ^4) = 
einer *" von R^ geht nämlich durch die Substitution (c.) über in die Glei- 
chung der entsprechenden F" von Ry. 

3. Eliminiren wir die Punktcoordinaten y. aus der Gleichung 

^iyi+^2y2 + %ff3 + ^4y4 = 

der Ebene rj und den vier Gleichungen (c), oder die a?< aus (a.) und (rf.), 
so erhalten wir für die Coordinaten von zwei Ebenen, von denen die eine 
den der anderen entsprechenden Punkt enthält, die bilineare Gleichung: 

rii V2 Vz V* 

In 

I22 

Dnrch dieselbe sind mit jeder Ebene i oder rj des einen Raumes unendlich 
viele Ebenen des anderen verknüpft, nämlich alle, welche dnrch den ent- 
sprechenden Punkt gehen. Die bilineare Gleichung (e.) repräsentirt ganz 

23* 



(e.) 



I« 



In 



In 



n* 



^4 



= 0. 
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dieselbe reciproke Verwandtschaft der Ränme R^ und Äy, wie (6.), wenn 
^±hih2hJu^^ ist; sie kann durch Einführung der ersten Minoren i^k der 
Determinante ^±hilnh3fu leicht auf dieselbe Form wie (a.) gebracht werden, 
und aus ihr können für die t/i und die a?, diejenigen linearen Substitutionen 
abgeleitet werden, welche sich aus (c.) und (rf.) durch Inversion ergeben. 

Wenn die Determinante -S'+Z^/Ij^^a^* der Substitutionen (c.) und (rf.) 
verschwindet, so^giebt es in jedem der Räume R^ und Ry einen Punkt, mit 
welchem durch die Gleichung (6.) alle Punkte des anderen Raumes ver- 
knüpft sind; durch diesen Punkt gehen alle Ebenen, welche den Punkten 
des anderen Raumes entsprechen. Nämlich die Coordinaten dieses ausge- 
zeichneten Punktes z. B. von Ry befriedigen drei und folglich jede der vier 
Gleichungen : 

/,iyi+/ßy2+/.3ffj+^4y4 = für «=1, 2, 3, 4, 

und somit auch die Gleichung (6.)? welche Werthe auch die ar, haben mögen. 
Wir schliessen diesen singulären Fall aus. 

4. Es giebt unendlich viele Punkte, welche auf den ihnen ent- 
sprechenden Ebenen liegen, und zwar ist ihr geometrischer Ort im Allge- 
meinen eine F\ Sind die beiden Räume, wie wir von jetzt an voraussetzen, 
auf ein und dasselbe Coordinatensystem bezogen, so erhält man die Glei- 
chung dieser jP^, indem man in (6.) einsetzt: 

Xi:x2:Xi:Xi = ^1:^2:^3:^4, 

also die Bedingung aufstellt, unter welcher ein Punkt x oder y mit sich 
selbst verknüpft ist. — Alle Ebenen, welche durch die ihnen entsprechenden 
Punkte gehen, umhüllen im Allgemeinen eine *^ ; die Gleichung dieser *' 
ergiebt sich, wenn in (e.) allgemein ^^ = ly. gesetzt wird. Da ein Punkt von 
F^ sowohl zu Rg als auch zu Ry gerechnet werden kann, so entsprechen 
ihm im Allgemeinen zwei verschiedene durch ihn gehende Ebenen von *', 
nämlich eine in Äy und eine inÄ,, undjP^ wird von den Ebenen der Fläche 
*^ im Allgemeinen nicht berührt. Man kann F^ und *^ etwa die Ordmmgs- 
flächen der reciproken Räume nennen; sie sind nicht von einander unab- 
hängig, weil sie und die reciproke Verwandtschaft durch die 16 Constanten 
lat oder vielmehr durch die 15 unabhängigen Verhältnisse zwischen diesen 
lat bestimmt sind. 

Für diese 15 Verhältnisse erhalten wir aus (6.) eine Gleichung, wenn 
irgend zwei mit einander verknüpfte Punkte gegeben sind, und aus (c.) oder 
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(rf.) drei Gleichungen, wenn von irgend einem Punkte des einen Raumes 
die entsprechende Ebene des anderen gegeben ist. Man kann also zwei 
Räume so auf einander reciprok beziehen, dass mit 15 beliebigen Punkten 
(oder Ebenen) des einen ebenso viele beliebige Punkte (resp. Ebenen) des 
anderen verknüpft sind, oder so, dass irgend fUnf Punkten des einen fünf 
willkürlich angenommene Ebenen des anderen entsprechen. 

5. Die reciproke Beziehung der beiden Räume ist eine ineolutorische, 
wenn jedem beliebigen Punkte, mag er nun zu R^ oder zu R^ gerechnet 
werden, beidemal dieselbe Ebene entspricht, oder mit anderen Worten, wenn 
die Gleichung (6.) bei Vertauschung der Xi mit den resp. y, sich nicht ändert. 
Bßebei sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Ist erstens /^ = 4; für i und ft = 1, 2, 3, 4, so ist die reciproke Be- 
ziehung diejenige des räumlichen Polarsystemes. Die Ordnungsflächen F^ 
und ** sind in diesem Falle identisch, und die Constanten /^t , deren Anzahl 
sich auf zehn reducirt, sind die homogenen Coordinaten von F\ Je zwei 
mit einander verknüpfte Punkte oder Ebenen sind in Bezug auf F^ einander 
conjugirt, und jedem Punkte entspricht seine Polarebene bezüglich dieser 
Ordnungsfläche des Polarsystemes. 

Ist zweitens /^ = — 4. und demnach /ä = 0, so liegt jeder Punkt auf 
der ihm entsprechenden Ebene, und die Ordnungsflächen F^ und *^ werden 
unbestimmt. Nämlich die linke Seite der Gleichung (6.) wird in diesem 
Falle, wenn man ar, = y, setzt, identisch Null, und ebenso die linke Seite 
von (e.), wenn man |. = 1?. setzt. Die beiden reciproken Räume bilden dem- 
nach zusammen ein Nullsystem*) -^ jeder Punkt liegt in der ihm entsprechenden 
Nullebene ^ und jede Ebene geht durch den ihr entsprechenden Nullpunkt. 
Jede Gerade, welche zwei mit einander verknüpfte Punkte verbindet, filUt 
zusammen mit der Schnittlinie der entsprechenden beiden, gleichfalls mit 
einander verknüpften Ebenen, d. h. mit ihrer entsprechenden Geraden, und 
heisst ein Leitstrahl des NuUsystemes. Die Anzahl der Constanten /a, von 
deren Verhältnissen das Nullsystem abhängt, ist sechs; es giebt also fünf- 
fach unendlich viele Nullsysteme. Aus der Form: 

der Gleichung (6.) ist sofort ersichtlich, dass alle Leitstrahlen des Null- 



*) Nach Moebius, Dieses Journal Bd. 10, S. 317. 
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Systeme» einen linearen Strahlencomplex bilden; denn die seclis Aosdrücke 
Xifi^—yiXj, sind die tetraSdrischen Coordinaten eines beliebigen Leitstrablesu 

§. 2. Reciproke Transformationen von F'-Systemen und ^'-Geweben. 

6. Wir bezeichnen wie in einer früheren Arbeit mit aa = «K die 
zehn homogenen Coordinaten einer P und mit «ak = aj^ diejenigen einer *^ 
des Ranmes R^, indem wir die Gleichungen dieser Flächen schreiben: 

^ii^i"t"2ai2iPi^2"f'^2 2^2"t"2tt|3a:ia?3 + *'* + 2(X34a?3a?4+(x^ap4 = 
und 

aii§?+2aialif2 +a22g+2ai3li^3 +-- + 2a34l3?4 H-ö^^gJ = 0. 

Ebenso bezeichnen wir mit /3a nnd 6^ die Coordinaten einer F^ resp. ** 
des Ranmes Ry. Wenn wir andeuten wollen, dass eine Fläche zweiten 
Grades zum Räume R^ oder zu Äy gerechnet werden soll, so bezeichnen 
wir sie mit i^, *^ resp. /^, *^ — Die Gleichung: 

{A.) aua„ + 2ai2ai2+a22«22+2aüai3+2a23a23H höu^u = 

zwischen den Coordinaten einer Fl und einer 4^1 ist erfttllt, wenn diese 
beiden Flächen zu einander apolar sind, wenn also ^l auf Fl ruht oder 
einem PoltetraSder von Fl eingeschrieben ist 

Durch eine bilineare Gleichung von der Form: 

(/{}Ai + 2/fJA2 + fö/322 + 2/{iA3+-+fil/?44)an 

+ 2(/JJAl+2/l2'/3l2 + «^A2 + 2/{3'A3 + --- + fiJ/344)ai2 
+ (/??Äl + 2/?,^A2 + ß?/322+2/I^A3+-+ßJ/344)«22 



werden nun mit jeder F^ des einen Raumes unendlich viele F^ des anderen 
„verknüpft ;" dieselben bilden ein lineares F^-System achter Stufe und sttltzen 
eine der F^ „entsprechende" *\ Letztere wird von den zweifachen Ebenen 

■ 

des /^-Systemes eingehüllt 

Durch die bilineare Gleichung [B.) wird also zwischen den F*- 
Systemen und den *^-Geweben der Räume B, und R^ eine reciproke Be- 
ziehung hergestellt; jeder Fl oder Fl wird eine *y resp. *^ zugewiesen, 
jedem 1^- Büschel, wie leicht einzusehen ist (1.), eine zu ihm projectivische 
*J - Schaar, u. s. w. 
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7. Sind ßa und a^ die Coordinaten von zwei einander entsprechenden 
Flächen F^ und *^, so lehrt der Vergleich von (B.) mit (A), dass die ao, 
durch folgende Substitution in die ßa übergehen: 

Auf ähnliche Art ergeben sich für die Coordinaten 6^* der *J, welche einer 
bestimmten F^ entspricht, aus {B.) die linearen Ausdrücke: 

(D.) 6« = ß?«u+24'«i2+^«22+24'ai3+-+««44. 

Die Substitutionen (C.) und (/).)) welche abgesehen vom Factor 2 
durch Transposition aus einander entstehen, können so gut wie die G-lei- 
chung {B.) aufgefasst werden als der algebraische Ausdruck für die reci- 
proke Beziehung, der JF^- Systeme und *^- Gewebe beider Räume. Jedem 
4^- Gewebe p^^ Stufe g^^ Grades des einen Raumes entspricht, weil die 
Substitutionen linear sind, ein JF^- System p^^ Stufe g^^ Grades in dem 
anderen Räume (vgl. 2.). 

8. Eliminiren wir die zehn iFj- Coordinaten ßn, aus der Gleichung: 

(A,.) b,,ßn+2b,,ßn+b^ß^ + 2b^ß^+''^ + bußu = 

und den zehn Gleichungen (C), oder die zehn a^ aus (-4.) und den zehn 
Gleichungen (D.), so erhalten wir fiir die Coordinaten % und b^ zweier 
Flächen *^ und *y, von denen jede auf der der anderen entsprechenden 
JF* ruht, die bilineare Gleichung: 

644 

#44 

112 
»44 
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»44 
»44 



ffi 



= 0. 



144 144 l44 144 

Ö44 hl »n »S »13 

Durch dieselbe sind mit jeder 4»^ des einen Raumes achtfach unendlich 
viele *^ des anderen verknüpft, nämlich alle, welche auf die entsprechende 
F* sich stützen. Auch diese Gleichung repräsentirt , wenn der singulare 
Fall A = ausgeschlossen wird (s. u.) , die reciproke Beziehung der F^- 
Systeme und der *^-Gewebe beider Räumej wie sie aus (Ä) sich ergab, 
so lässt sich auch umgekehrt (B.) aus ihr ableiten. 

Bezeichnen wir nämlich mit l^ die ersten Minoren der Determinante : 



180 Reye, reciproke Verwandtschaft von F* -Systemen und 4>'-Cretrebefi. 



SO kann die Gleichung (JB.) auch geschrieben werden: 

(^11 in + ^12 ^12 + ^2 ^22 + ^13 ^13 -f • • • + ^44 ^w) ^u 
+ (^11 ^11 + ^12 ^12 + ^22 ^22 + ^13 ij3 + • • ' + ^44 ^44) «n 

+ (in6n + ir2 612 + ^622 + ^2*13 4— + ^2644)0,2 



= 0. 



+ (it{6ll + An6l2+^622+Ol3+- + AS644)ö44 

Hieraus ergiebt sich durch Vergleichung mit (-4.) die zu (D.) inverse Substi- 
tution, welche die Coordinaten «a einer Fl als lineare Functionen der zehn 
Coordinaten 6,* der entsprechenden *y darstellt. Durch Elimination der 6^ 
aus den zehn Gleichungen dieser Substitution und aus (^i.) ergiebt sich 
aber die Gleichung: ^ 

ßn 2ß,, . . . ßu 



(F.) 



a 



11 



2ai2 



a 



44 



iL" 
^11 

^11 



^11 



^12 
^12 



^12 



• • 



A44 

312 
^44 



Aaa 



= 0, 



welche sich von {B.) nur durch den Factor — A®, also ganz unwesentlich 
unterscheidet 

Der so geflihrte Beweis unserer Behauptung, dass {B.) auch aus (JE.) 
abgeleitet werden kann, gilt nicht in dem singulären Fall, wenn die Deter- 
minante A der Substitutionen (C.) und (D.) verschwindet. In diesem Falle, 
den wir vorläufig ganz ausschliessen, giebt es in jedem der Räume R^ und 
Äy eine F^, mit welcher alle F^ des anderen Raumes durch die Gleichung 
{B.) verknüpft 6md (vgl. 3.). 

9. Die reciproke Verwandtschaft des F^-Systemes und des *J-Ge- 
webes neunter Stufe hängt ab von den 99 Verhältnissen der 100 Constanten 
/J^. Sie ist im Allgemeinen bestimmt, wenn von 11 beliebigen Fl die ihnen 
entsprechenden *y, oder wenn 99 beliebige Paare mit einander verknüpfter 
Flächen Fl und FJ gegeben sind (4). 

Im Allgemeinen giebt es achtfach unendlich viele F^, welche ihre 
entsprechenden *^ stützen, voiji denen also jede durch die Gleichung (B.) 
mit sich selbst verknüpft ist Sind, wie schon oben angenommen wurde, 
die Räume R^ und Ry auf ein und dasselbe Coordinatensystem bezogen, 
so erhalten wir die Bedingungsgleichung für die Coordinaten a^ dieser F^, 
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wenn wir in (B.) allgemein ßn, = a^ setzen. Ebenso geht {E.\ wenn 4,jt = a,jfc 
gesetzt wird, über in die Bedingungsgleichung für diejenigen *% welche 
durch (£.) mit sich selbst verknüpft sind und folglich auf den ihnen ent- 
sprechenden F^ ruhen. Die beiden Bedingungsgleichungen sind quadratisch 
für die a^ resp. a,;^; also: 

AUe F^j welche ihre entsprechenden 4^^ stützen, bilden im Allgemeinen 
ein quadratisches F^System achter Stufe, und alle ^^, welche auf ihren efU- 
sprechenden F^ ruhen, bilden ebenso ein quadratisches ^^^-Gewebe achter Stufe. 
Diese beiden quadratischen Flächenmannigfaltigkeiten sind auf zweifache Art 
redprok auf einander bezogen; 

nämlich jeder Fläche der einen entspricht, mag sie nun zum Räume A« oder 
zu Äy gerechnet werden, beidemal eine, wenn auch nicht dieselbe Fläche 
del: anderen Mannigfaltigkeit 

10. Alle F^, deren entsprechende *y sich auf Punktenpaare redu- 
ciren, bilden ein F^-System sechster Stufe zehnten Grades ; denn alle Punkten- 
paare von Äy bilden ein *^-Gewebe sechster Stufe zehnten Grades*). Dieses F^- 
System zehnten Grades enthält vierfach unendlich viele F^-Btindel, denen 
die Punktenpaare von je einer Geraden entsprechen, und dreifach unendlich 
viele lineare F^-Systeme dritter Stufe, deren entsprechende *^-Gewebe aus 
Punktenpaaren mit je einem gemeinschaftlichen Punkte bestehen. Das oben 
(9.) erwähnte quadratische *^-Gewebe achter Stufe enthält im Allgemeinen 
fünffach unendlich viele Punktenpaare; jedes derselben ruht auf der ihm 
entsprechenden F% d. h. seine beiden Punkte y, y' sind einander conjugirt 
bezüglich dieser F^ Setzt man in (JB.) allgemein 26flk = 2a,jfe = y,jfi4-yiby^ 
so erhält man für die Coordinaten dieser mit sich selbst verknüpften Punkten- 
paare eine Bedingungsgleichung ; dieselbelehrt, dass jeder gegebene Punkt y 
mit unendlich vielen anderen Punkten y', deren Ort eine F^ ist, solche mit 
sich selbst verknüpfte Punktenpaare bildet. Die Beziehung zwischen den 
Punkten y und y' ist eine quadratische und involutorische. 

Alle Fi, deren entsprechende *J sich auf zweifache Punkte redu- 
ciren, bilden ein F^-System dritter Stufe achten Grades**). Dasselbe ent- 
hält keinen einzigen F^-Büschel und ist in keinem linearen F^-System von 
acht oder weniger als acht Dimensionen enthalten. Alle F^, denen zwei- 



*) Vgl. meine Arbeit „über lineare Systeme und Gewebe von Flächen zweitea 
Grades^ in diesem Bande, S. 63. 

**) Ebenda S. 64. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXU. Heft 3. 24 
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fache Punkte einer Geraden entsprechen, bilden ein quadratisches F^-System 
erster Stufe, welches in einem F^-Bündel liegt; im Allgemeinen sind acht 
von ihnen Kegelflächen, weil alle Kegelflächen zweiter Ordnung ein F^- 
System achter Stufe vierten Grades bilden. Der Ort aller zweifachen Punkte 
(resp. Ebenen) des einen Raumes, welchen Kegelflächen zweiter Ordnung 
(oder Curven zweiter Classe) in dem anderen Eaume entsprechen, ist dem- 
nach im Allgemeinen eine F® (resp, *®). 

Das quadratische *^-Gewebe achter Stufe, dessen Flächen auf ihren 
entsprechenden F^ ruhen (9.), enthält unendlich viele zweifache Punkte, 
von denen jeder auf der ihm entsprechenden F* liegt. Der geometrische 
Ort dieser Punkte ist im Allgemeinen eine F*, deren Gleichung sich aus 
(F.) ergiebt, wenn 6« = ö,* = y^yit gesetzt wird. Ebenso enthält das qua- 
dratische F^-System achter Stufe unendlich viele zweifache Ebenen, die im 
Allgemeinen eine ** umhüllen. 

§. 3. Quadratische F'-Systeme und 4>'-Gewebe achter Stufe. 
11. Die reciproke Beziehung, welche durch die bilineare Gleichung 
(Ä) zwischen den F^-Systemen und den *^-Geweben neunter Stufe der 
beiden Räume R^ und R^ hergestellt wird, soll eine polare genannt werden, 

• 

wenn allgemein /i« = /2r ist. In diesem Falle ändert (B.) sich nicht, wenn 
man die cf,jt mit den resp. ß^, vertauscht; jeder F^ entspricht, mag sie nun 
zu Ä, oder zu Ry gerechnet werden, beidemal dieselbe *^, und eine Unter- 
scheidung der beiden Räume ist fernerhin unnöthig; die polare Beziehung 
ist zugleich eine involutorische. 

Die Coordinaten y^b aller F', welche durch {B.) mit sich selbst ver- 
knüpft sind, genügen wegen /^„ = /2" der quadratischen Gleichung: 

Dieselbe zählt 55 Coefificienten und repräsentirt ein ganz beliebiges qua- 
dratisches F^-System achter Stufe, durch welches die polare Beziehung völlig 
bestimmt ist Von zwei durch (B.) mit einander verknüpften F^ wollen wir 
sagen, sie seien einander conjugirt in Bezug auf dieses quadratische F^-System 
{Bi.)j weil sie zu demselben in einer analogen Beziehung stehen, wie zwei Punkte 
zu einer Fläche zweiter Ordnung, in Bezug auf welche sie einander con- 
jugirt sind. Dieses ist schon aus der Form der Gleichungen {B.) und (J?i.) 
ersichtlich, kann aber auch auf folgende Art nachgewiesen werden. 



(ßi.) 
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12. Sinä a,jfc und ß^ für % und ft = 1 , 2 , 3 , 4 die Coordinaten von 
zweiF% etwa von F^ und F^, so können diejenigen einer dritten, Fy, welche 
mit jenen in einem F^-Büschel liegt, auf die Form yik=^<Xik+^ßa gebracht 
werden. Sollen diese y^ der Gleichung (Äp) gentigen, so ergiebt sich für 
X eine quadratische Gleichung; dieselbe nimmt die Form M+x^N=:0 an, 
und hat zwei entgegengesetzte Wurzeln +;fi, wenn die a« nnd die /9a der 
Gleichung {B.) gentigen. Durch die beiden F\ deren Coordinaten «a+^jÄ* 
und «flt— Xj/9,jt sind, werden aber Fl und F^ harmonisch getrennt; also: 

Zwei durch die Gleichung (B.) verknüpfte F^ sind harmonisch getrennt 
durch diejenigen beiden Flächen des quadratischen F^-Systemes achter Stufe 
(J3i.), welche mit ihnen in einem F^-^Büschel liegen. 

Genügen die «.^ der Gleichung (Bi.), so verschwindet M in der Glei- 
chung M+x'^N= 0, und die Wurzeln ±Xi werden beide Null; der F^-Btischel 
schneidet dann nicht das quadratische F^-System {B^.) in zwei Flächen, 
sondern berührt dasselbe in Fl. Liegen endlich Fl und F^ beide in dem 
quadratischen F'^-Systeme, so enthält dieses alle F^ des Bttschels {Fl F^); 
denn alsdann verschwindet sowohl N wie M, und x wird ein willktirlicher 
Parameter. 

13. Das lineare F^-System achter Stufe, dessen Flächen in Bezug 
auf (Bi.) einer gegebenen Fl conjugirt sind (11.)? kann die Polare der Fl 
bezüglich des quadratischen F^Systemes {B^.) genannt werden; mit demselben 
Namen aber wollen wir auch die *^ bezeichnen, welche von den zweifachen 
Ebenen des linearen Systemes umhüllt wird und das letztere bestimmt. Liegt 
Fl in dem quadratischen F'-Systeme, so wird dieses von dem linearen (d. h. 
von jedem durch Fl gehenden F^-Btischel desselben (12.)) in Fl berührt, 
und Fl stützt ihre Polare *«. Mit einem solchen tangirenden F^-Systeme 
ersten Grades hat das quadratische F'-System achter Stufe ein quadratisches 
F^-System siebenter Stufe gemein, welches (12.) sechsfach unendlich viele 
reelle oder imaginäre F^-Büschel enthält und durch einen F'-Btischel be- 
schrieben werden kann. Wenn das quadratische System achter Stufe ein 
durch Fl gehendes lineares F^-System von acht oder weniger Dimensionen 
enthält, so liegt dieses auch in dem an Fl tangirenden linearen System. 
Von zwei beliebigen F^ stützt entweder keine oder jede die Polare *' der 
anderen; der letztere Fall tritt ein, wenn die beiden F' einander conjugirt 
sind bezüglich des quadratischen F^-Systemes. 

14. Mit dem quadratischen F'-Systeme achter Stufe ist dasjenige 

24* 
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quadratische *^-Gewebe auf das Innigste verbunden, welches durch die 
Gleichung (E.) unter der Annahme 6,^ = 0,^ repräsentirt wird. Denn die 
Gleichungen {B.) und (E,) repräsentiren , falls A nicht verschwindet (8.), 
dieselbe reciproke, und wenn l^^^ = l^ ist, auch dieselbe polare Beziehung, 
sodass diese ebensowohl durch das quadratische *^-Gewebe achter Stufe 
wie durch das quadratische /^-System (Bg.) bestimmt ist. 

Das quadratische 0^- Getreue und das quadratische F'^System achter 
Stufe stehen in einer analogen Beziehung zu einander , wie eine F^ und die 
i)on ihren Berührungsebenen gebildete *^. Ist *„ die Polare einer Fl in 
Bezug auf das quadratische F'^ -System , so ist umgekehrt F\ die Polare eon 
0^ in Bezug auf das quadratische ^'^-^Gewebe. Jede 0^ des letzteren ist die 
Polare einer sie stützenden F^ des ersteren. 

Auch jedem linearen /^-System p^^ Stufe entspricht ein lineares *'- 
Gewebe p^^ Stufe als Polare, und wenn das erstere dem quadratischen F'- 
Systeme achter Stufe angehört, so liegt das letztere in dem quadratischen 
*^-Gewebe achter Stufe. 

15. Bestimmt man zehn F^ so, dass jede derselben den neun übrigen 
bezüglich des quadratischen F'-Systemes achter Stufe conjugirt ist, so bilden 
dieselben das Analogon eines PoltetraSders des gewöhnlichen Polarsystemes. 
Gleichwie nämlich von einem Poltetrafe'der jeder Eckpunkt die Verbindungs- 
ebene der übrigen drei Eckpunkte zur Polare hat, ebenso hat jede der zehn 
conjugirten F^ diejenige *^ zur Polare, welche auf die übrigen neun F^ 
sich stützt. 

Die Gleichung des quadratischen F^-Systemes achter Stufe kann be- 
kanntlich *) auf unendlich viele Arten auf die kanonische Form : 

(Ä,.) h,Pi+k,Pl + k2Pl+-'+k,n-=0 

gebracht werden, worin die ft, reelle Constante und die F^ reelle, lineare, 
von einander unabhängige Functionen der F^-Coordinaten bezeichnen; und 
zwar repräsentiren die Gleichungen F, = zehn lineare F^-Systeme achter 
Stufe, von welchen ein jedes bezüglich des quadratischen Systemes die 
Polare deijenigen F^ ist, welche die übrigen neun mit einander gemein 
haben. Von diesen zehn linearen Systemen ist das erste ganz beliebig 
annehmbar, das zweite kann beliebig durch die F^ gelegt werden, welche 



*) S. die ÄbbandluDgen von Jacobi, Hermite und Borchardt in diesem Journal 
Bd 53, S. 270 — 283; vgl. Gundelßnger in Hesses analyt. Geometrie des Raumes, 3. Aufl. 
S. 449—461. 
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das erste zur Polare hat, und überhaupt kann das t*® beliebig durch die- 
jenigen F^ gelegt werden, von welchen die i— 1 vorher angenommenen 
linearen jP^-Systeme achter Stufe die Polaren sind. Denn die zehn linearen 
F^-Systeme schneiden sich zu nennen in zehn /^, welche eine ganz beliebige 
Gruppe von zehn, bezüglich des quadratischen Systemes einander conjugirten 
F\ bilden. — Wir übergehen den Beweis dieser nicht unwichtigen Bemer- 
kungen, weil er einem auf quatemäre quadratische Formen bezüglichen 
Beweise*) nachgebildet werden kann. U. A. ergiebt sich bei diesem Be- 
weise der Satz: 

Von den zehn Constanten ki der kanonischen Form {B2.) wird nur dann 
eine Null, wenn das quadratische F'^-Sgstem achter Stufe eine Doppefr-F^ ent-^ 
hält; die Discriminante A = -5'+/{|/}2€J...iJJ s^ner Gleichung {B^.) verschwindet 
in diesem Falle (8.). Geht das quadratische F^System achter Stufe zweimal 
durch ein lineares F'^-^System p^^ Stufe y so besteht seine kanonische Form (Bj.) 
aus nur 9—p Quadraten. 

16. Das quadratische F^-System achter Stufe enthält entweder gar 
keine oder unendlich viele reelle lineare F'-Systeme p^^^ Stufe, wenn <Zp < 8 
ist. Denn jedes der 8— p-fach unendlich vielen linearen F^-Systeme p + 1^^ 
Stufe, welche durch irgend ein solches lineares System p^^^ Stufe gelegt 
werden können**), hat mit dem quadratischen Systeme noch ein lineares 
System p*er Stufe gemein, und das quadratische System kann also durch 
ein lineares von p Dimensionen beschrieben werden. Ein solches lineares 
System liegt in allen den linearen F^-Systemen achter Stufe, welche in 
seinen 00^ verschiedenen Flächen das quadratische System berühren (13.). 

Hiemach sind sechs Hauptarten des quadratischen F^-Systemes achter 
Stufe zu unterscheiden, nämlich: 

. 1) Das imaginäre^ dessen Gleichung durch keine reellen Werthe der 
F'-Coordinaten befriedigt wird. 

2) Das elliptische, dessen F'-Büschel sämmtlich imaginär sind. Das- 
selbe hat mit jedem tangirenden F^-Systeme ersten Grades eine einzige 
F^ gemein, deren Coordinaten reell sind, die aber nicht selbst reell zu sein 
braucht 



*) S. meine Arbeit „über Trägheits- und höhere Momente^ in diesem Journal 
Bd. 72, S. 309—313. 

**) Vgl. diesen Band, S. 12. 
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3) Das einfach gerade*), welches oo^^ reelle F^ -Büschel, aber keine 
reellen F^-Bündel enthält. Jede F^ desselben liegt in oo^ von seinen F^- 
Büscheln. 

4) Das zweifach gerade , welches unendlich viele reelle F^-Bündel, 
aber keine reellen F^-Gebtische enthält 

5) und 6) Das dreifach und das vierfach gerade, von denen z. B. ^ 
letztere unendlich viele reelle F^-Systeme ersten Grades von vier, aber keine 
von fünf Dimensionen enthält. 

17. Man überzeugt sich leicht, dass diese sechs Hauptarten wirklich 

existiren. Nämlich die Gleichung (ßj.)? -^*»f? = 0, repräsentirt ein ima- 

ginäres F^-System achter Stufe, wenn die zehn Constanten ft, alle positiv 
sind; ein elliptisches , wenn nur eine derselben negativ ist; ein einfach gerades, 
wenn zwei von den Ar, negativ und die übrigen acht positiv sind ; u. s. w. ; endlich 
ein tierfach gerades, wenn fünf ft, negativ und die übrigen fünf positiv sind. 
Sind alle Ar. > 0, so müssen alle reellen F^-Coordinaten, welche der 
Gleichung (Bj.) genügen, auch die zehn Gleichungen F, = befriedigen ; da 
aber diese linearen Gleichungen von einander unabhängig sind (lö.)^ so giebt 
es keine von Null verschiedenen reellen Werthe der F^-Coordinaten, welche 
ihnen genügen. — In den übrigen Fällen bringen wir {B2.) auf die Form: 

F2 + FJ+- + i^n-i = /^2+/^i+i+-+/^9, worin i»^5, 
indem wir, ohne dadurch die Allgemeinheit der Gleichung zu beeinträchtigen, 
ft? = 1 annehmen dürfen. Das quadratische F^-System achter Stufe, welches 
durch diese Gleichung repräsentirt wird, enthält unendlich viele lineare F'- 
Systcmo n—V'^^ Stufe, wie oben behauptet wurde, nämlich u. A. dasjenige, 
welches dargestellt wird durch die 10— 1» linearen Gleichungen: 

/ = Pnf * l ^" ' n+l) • • •? * «— 1 ^^ F2„_i, r^n = ^^7 F2„+i = 0, . . ., Fg = ü; 

wir brauchen deshalb nur noch zu beweisen, dass es kein lineares F'-System 
n^"«' Htufü enthält. 

18. Seien F^), F<|, F^, •.., F,, die Werthe, welche die lineare 
FiUH'tioii Fi annimmt, wenn man in sie der Reihe nach die reellen Coor- 
dirmton von fl^-l Flächen zweiter Ordnung FJ, F\, F?, ..., Fl einsetzt 
Wieriii lille diese F** in einem dem quadratischen Systeme angehörigen linearen 
F' HyMtcinc liegen, so sind sie sich selbst und einander bezüglich des qua- 

'^) Itili wähle dloBO Bozoicbnung, um an die Analogie mit dcD geradlinigen Flächen 
m orliincrn. 
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dratischen Systemes conjugirt, und umgekehrt; wir erhalten in diesem Falle 
für die P^ die (^+*X^+^) Gleichungen: 

worin k sowohl wie / die Werthe 0, 1, 2, . . . , « annehmen kann. Bezeichnen 
wir mit ip« die linken Seiten dieser Gleichungen, so verschwindet die De- 
terminante -2"+ ^oo öu Ö22 ... Qnni dieselbe lässt sich aber, wenn für die P« 
ihre Werthe rechts eingesetzt werden, nach dem Multiplicationstheorem in 
eine Summe von Quadraten zerlegen von der Form: 



p,> 


Pfi) 


• • « «(J 


P.r 

• 


Pfi • • 

• 


. . Psl 

• 


K 


• 
p 


. K 



worin q, r, ...^ z beliebige fi+1 von den Zahlen «, n+1, «+2, ..., 9 be- 
zeichnen. Es verschwindet folglich jede aus n+1 Colonnen der Matrix: 

*H^) *n+lji) • . • «9,0 



Pm P 



«+l,l 



• • • 



P^A 



' n,» * n+l,ii • • • * 9,n 

gebildete Determinante. Hieraus folgert man leicht, indem man in den 
obigen ^^ ^ Gleichungen einzelne Glieder von der linken auf die 

rechte Seite bringt und dann mit den Gleichungen wie soeben verfährt, dass 
überhaupt alle aus n+1 Colonnen der Matrix: 



Pi)ji) 



PrA 



P2,0 



... 



^{),n ' l,n ' : 



2,n 



'9,0 
P9,n 



gebildeten Determinanten verschwinden. Dieses geschieht aber unter den 
gemachten Voraussetzungen nur dann, wenn die n+1 Flächen /^, iF?, 
iF?, ..., jF^ linear von einander abhängig sind, sodass ihre gleichnamigen 

Coordinaten (aa,), einer Gleichung von der Form ^ /,(«•»)♦ = genügen; 

»=sO 

und somit ist der Beweis geführt, dass die i»+l Flächen ein dem quadra- 
tischen /^-System achter Stufe angehöriges lineares JF^-System von weniger 
als n, nämlich von höchstens w— 1 Dimensionen bestimmen. 



i 
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19. Die Gleichung des »— 1-fach geraden quadratischen F^-Systemes 
achter Stufe läset sich fiir n ^ 5 nicht nur auf unendlich viele Arten auf 
die kanonische Form: 

bringen, sondern auch, indem Pn-^-i+Pi^ Qn+i und P,+,— P, = Ä«4., gesetzt 
wird, auf die Form: 

oder auf die allgemeinere Form: 

= QnRn + Qn^lRn^l + -+QsRs+Q9R9, 

in welcher die Qi und die Ä^ lineare homogene Functionen der F^-Coor- 
dinaten bezeichnen. Setzt man von diesen Functionen irgend 10— », von 
denen keine zwei denselben Index haben, gleich Null, so erhält man die 
Gleichungen eines linearen JF^-Systemes n — l^er Stufe, welches in dem qua- 
dratischen Systeme enthalten ist 

Diese letzte Bemerkung gilt auch für die Fälle , in welchen « = 6, 
7 oder 8 ist, und es giebt demnach auch fünf-, sechs- und siebenfach ge- 
rade quadratische F'-Systeme achter Stufe. Ich habe diese Arten in der 
obigen Eintheilung der quadratischen /^-Systeme nur deshalb nicht genannt, 
weil sie nur bei speciellen Systemen auftreten können. Z. B. das fünffach 
gerade quadratische System: 

Q,R6+Q7R7+QsRs+Q9R9 = 

ist ein specielles, weil es den i^-Büschel, welcher durch die acht linearen 
Gleichungen: 

(>, = (), ft, = 0, e, = 0, Ä, = 0, Ö« = 0, Ä8 = 0, 09 = 0, Ä9 = 

reprttsentirt wird, doppelt enthält 

Kin quadratisches /^-System achter Stufe und das mit ihm verbundene 
quadratische *'-Gewebe achter Stufe (14) sind allemal von gleicher Art, 
d. h. entweder beide imaginär oder beide elliptisch oder beide n-fach gerade; 
denn jedem linearen F^- Systeme n^^^ Stufe des ersteren ist ein lineares 
0'-Gewel)e n*®' Stufe des letzteren als Polare zugeordnet Die kanonischen 
P'ormen der beiden quadratischen Flächenmannigfaltigkeiten enthalten folg- 
li<!h, wenn ihr Vorzeichen entsprechend gewählt wird, gleich viel negative 
Quadrate und gleich viel positive, falls der Voraussetzung (8.) gemäss die 
Uctümiinantü A von Null verschieden ist 
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20. Für diese Determinante A = :s±l\\llllS . . . /^, welche für 
'^ = ifT als die Discriminante der Gleichung : 

(^1.) /IiViiyii + 4/nyiiyi2 + 4/}2>„y,2+2fiiyny22+8/lJ;^nyi3+ 

des quadratischen F^-Systemes aufgefasst werden kann, erhalten wir einen 

bemerkenswerthen Ausdruck, wenn wir {B^.) auf die kanonische Form: 

{B,.) k^n+k,Pl+k,n + *^'+k,n = oder S;%F; = 
bringen. Setzen wir: 

Pj = tjVn+2tjVn+t;v,,+2t;v,3+...+try44, 

so erhalten wir durch Identificirung der Gleichungen {Bi.) und (ßj-) die Werthe: 

/'ik hnn . V Jt i.iki.mn 

für die Constanten /^^. Nach der Multiplicationsregel wird dadurch: 
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A = Äüft|ft2 ... ftg.T.T, wenn T = 



t44 i.44 i.44 i.44 

D li *2 • • . lg 

denn bildet man das Product der Determinanten T und T, nachdem man 
die zehn Colonnen der einen mit resp. Ao, Äi, A,, ..., Ag multiplicirt hat, 
so erhält man die Determinante ^±1111111^ ... /JJ. 

Besteht die kanonische Form {B2 .) nur aus neun Quadraten, ist etwa 
Äi, = , so verschwindet die Discriminante A (vergl. 15.) , und in diesem 
Falle können ihre ersten Minoren AlJ^ als Producte von A1Ä2 ••• &g und je 
zwei neunzeiligen Determinanten dargestellt werden, indem 

lik _3mn_^jL , dT dT 

^mn — ^ik "-/>l/>2 ••• ng' g^ik Q^mn 

wird. Besteht {B2.) aus nur acht Quadraten, so verschwinden folglich alle 
diese ersten Minoren, und man kann alsdann alle zweiten Minoren von A 
auf ähnliche Art als Producte darstellen; u. s. w. Daraus und aus (15.) folgt: 

Geht das quadratische F^-System achter Stufe zweimal durch ein lineares 
F^System p'«'' Stufe, so verschwinden alle p^^ Minoren der Discriminante A. 

21. Wir wollen mit Q die Determinante: 

an 012 022 • . . ÖJ4 Ö44 

/ii /11 III 711 111 

Jl *12 *22 • . . *34 »44 
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bezeiclmen, sodass die Gleichung ip = das mit dem quadratischen F'-Systeme 
verbundene quadratische *^-Gewebe achter Stufe darstellt (14). Diese Deter- 
minante ist identisch Null, wenn alle ersten Minoren der Discriminante A 
verschwinden; also: 

Wenn das quadratische F^-System achter Stufe einen F^^Büschel 
doppelt enthält, so wird das mit ihm verbundene quadratische ^'^-Gewehe achter 
Stufe unbestimmt. 

Besteht die kanonische Form {B2.) aus nur neun Quadraten, sodass 
das quadratische /^-System durch die Gleichung: 

dargestellt wird, so repräsentiren die neun linearen Gleichungen: 

P^ = oder t)Vn + 2t;Vn+tf y« + -+t;V44 = für j = 1, 2, 3, .. ., 9 

dieDoppel-F^ des quadratischen Systemes. Die Determinante Q lässt sich 

aber in diesem Falle, weil /;ti = ß'*= -ZA^t/tf" wird, darstellen als Product 

der Determinanten: 
10 
au iV tj' 

«,, tr tf 

«22 t? t? 

• • • • 

• • • • 

sodass sich ergiebt: 
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Die Gleichung Q = repräsentirt also ein zweimal zu zählendes lineares 
*^-Gewebe achter Stufe; dasselbe stützt sich auf die Doppel-F^ des qua- 
dratischen F'-Systemes, weil von seinen Flächen die neun, deren Coordinaten 
die Werthe: 

öii = ty , Ö12 = tj , . . ., öüfe = t^- , • . ., 044 = tj für j = 1, J, o, • • •, y 

haben, dem Obigen zufolge auf dieser Doppel-F' ruhen. Also: 
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Wenn dcts quadratische F^-System achter Stufe eine DoppeU-F'^ enthält^ 
so redudrt sich das mit ihm verbundene quadratische ^'^^ Gewebe achter Stufe 
auf das sswei fache lineare ^'^--Gewebe achter Stufe, welches auf der Doppel- 
F^ ruht. 

Tritt dieser besondere Fall nicht ein, ist also A von Null verschieden, 
so bestimmen das quadratische F^-System und das quadratische *'-Gewebe 
achter Stufe sich wechselseitig (14.). 

22. Ein quadratisches F^-System fj^ — l)*®^ Stufe ist bestimmt durch 
eine quadratische und N{n)'-p lineare Gleichungen zwischen den N{n) + 1 
F"-Coordinaten. Eliminirt man irgend iV(w)— /? dieser Coordinaten mittelst 
der linearen Gleichungen aus der quadratischen, so enthält die letztere 
höchstens noch i(p + l){p + 2) Coefficienten. Daraus schliessen wir: 

Durch ^{p+l){p + 2)—l = ■^p{p+3) beliebige Flächen eines linearen 
F^'-Systemes p^^^ Stufe kann im Allgemeinen ein quadratisches F^'-System {p—iy^^ 
Stufe gelegt werden. Ein quadratisches F^'-System q^^^ Stufe geht (für q^p) 
durch alle Flächen eines linearen F^'-Systemes p^ Stufe, wenn es {{p+l){p+2) 
beliebige Flächen desselben enthält. 

Demnach ist ein quadratisches F^-System achter Stufe im Allge- 
meinen bestimmt, wenn von ihm gegeben sind: 54 F^, oder achtzehn F^- 
Büschel, oder neun F'-Bündel, oder fllnf F'-Gebüsche nebst vier einzelnen F^, 
oder drei lineare F^-Systeme vierter Stufe nebst neun F^, oder drei lineare 
F^-Systeme fünfter Stufe. Zwei lineare F^-Systeme sechster oder siebenter 
Stufe können mit acht resp. drei beliebigen F^ durch ein quadratisches F'- 
System achter Stufe verbunden werden. 

23. Das quadratische F^-System achter Stufe enthält im Allgemeinen 
fünffach unendlich viele Ebenenpaare §, ^' (10.); die Ebenen eines jeden 
derselben sind einander conjugirt bezüglich der Polare des Paares. Die 
Bedingungsgleichung für die Ebenencoordinaten ^, und |^ dieser Paare er- 
giebt sich aus {B^.\ wenn man 2/^ = ^;^i+^*^i- setzt Dieselbe ist quadratisch 
für die |, und die ^^, und ändert sich nicht, wenn man ^ mit I' vertauscht. 
Die Beziehung zwischen den Ebenen | und §' der oo* Paare ist also eine 
quadratische und involutorische (10.). 

Dasselbe gilt, weil /;*« = If^ ist, von den zweifachen Ebenen, welche 
durch die Gleichung (jB.) mit einander verknüpft, oder was Dasselbe ist, 
bezüglich des quadratischen F^-Systemes {B^.) einander conjugirt sind. Die 
Bedingungsgleichung für die Coordinaten ^, und t?, von zwei beliebigen 

25* 
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derselben erhält man aus (5.), wenn man 0,^^ = ^.^^ und ßf^=:tj.rij^ setzt 
Die quadratische und involutorische Beziehung der Ebenen S und t] ist aber 
im Allgemeinen verschieden von derjenigen der Ebenen S und ^ eines sich 
selbst conjugirten Paares. Fallen ^ und ^ zusammen, so ist die zweifache 
Ebene | sich selbst conjugirt und identisch mit einer tj; sie ist dann nicht 
mehr eine beliebige zweifache Ebene des Raumes, sondern eine zweifache 
Ebene des quadratischen F^-Systemes (fii.). 

24. Die zweifachen Ebenen des quadratischen F^-Systemes achter 
Stufe (fii.) umhüllen im Allgemeinen eine Fläche vierter Classe (10.), deren 
Gleichung : 

/l{IJ+4/}J^?^,+2(&^+2/}^^|^+4/}l^?^3+4(fö + 2/lJ)51f,?,j ^ ^ 

+-+8(ßJ+/5J+ßJ)^i^2^3f4+4(ßJ+2/^J)ß^3f4+-+«§J» 
nur 35 Coefificienten zählt, also zwanzig weniger als (fii.). Das quadratische 
F^-System ist demnach durch diese zugehörige ** im Allgemeinen nicht 
bestimmt; dagegen reichen 54 beliebige von seinen Ebenenpaaren f, ^ aus 
zu seiner Bestimmung. — Die zweifachen Punkte des zugehörigen qua- 
dratischen *^-Gewebes achter Stufe liegen im Allgemeinen auf einer F\ 
die für sich allein zur Bestimmung der beiden quadratischen Flächenmannig- 
faltigkeiten allerdings so wenig wie ** ausreicht, aber zu ihnen und zu ** 
merkwürdige Beziehungen hat. Eine zweifache Ebene berührt nur dann ihre 
Polare *^ bezüglich des quadratischen F^-Systemes, wenn sie die Fläche ** 
berührt; und ein zweifacher Punkt liegt nur dann auf seiner Polare bezüglich 
des quadratischen *^-Gewebes, wenn er auf F* liegt, denn nur in diesem 
Falle ist er sich selbst conjugirt. 

In nahem Zusammenhange mit den beiden Flächen-Mannigfaltigkeiten 
stehen ausserdem eine *^ und eine F® ; letztere ist der Ort aller zweifachen 
Punkte, welche bezüglich des quadratischen F^-Systemes die Polaren von Kegel- 
flächen zweiter Ordnung sind (vgl. 10.), *® dagegen wird von allen zweifachen 
Ebenen eingehüllt, deren Polaren sich auf Curven zweiter Classe reduciren. 

25. Die Fläche ** wird unbestimmt (24.) und jede beliebige Ebene 
ist zweifache Ebene des quadratischen F'-Systcmes achter Stufe, wenn die 
55 Constanten /^„ = Z^" folgenden 35 Bedingungsgleichungen genügen : 

lll = U, li2 = O5 ^2 "T ^ ^12 = ^? • • • 7 ^mn ~T ^kn ~T hcm ^^ ^J • • • J CI ^= "• 

Die Gleichung (ßi.) des quadratischen F'-Systemes nimmt dann die Form an: 

'{2(yiiy22-yi2yi2)+2/j3(yn;'23-yi2yi3) + --- 

•••+2/]l(yi3y24-yi2y34)H — h^J(y33y44-y34y34) = 0, 
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und ihre linke Seite wird eine lineare Function von den zwanzig quadratischen 
Minoren {YikYmn—yimYhf) der symmetrischen Determinante ^ ±ynY'nYpYvk^ 
Zugleich geht die Gleichung (JB.) in (6.), durch welche je zwei conjugirte 
F^ mit einander verknüpft sind, über in: 

^'2 («ii/?22— 2ai2/5i2 + «22/5,1) + 2/J3 («11/923 — ai2/9i3 + «23/^11 — «13/^12) + 



t • • 



+ 2^11 («i3/?24- «12/^34+ a24/?i3- «34/9l2) + • ' ' + ^ 0K33/544- 2a34/?34+ a44/?33) ' "" 

Um hieraus die Gleichung der Polare *^ irgend einer zweifachen 
Ebene f zu erhalten, haben wir allgemein 0^ = ^.^^^ und /9a = ^,% zu setzen; 
es ergiebt sich: 

•••+2/]l(^1^4-^1^4)(^3^2-173^2) + - + ßJ(^3^4-173^4)M 

Für rii = f,. werden in jedem Gliede dieser Gleichung zwei Factoren Null, 
d. h. die zweifache Ebene ^ ist Doppelebene ihrer Polare 0^, und 0^ re- 
ducirt sich auf eine in f liegende Curve zweiter Classe; auch die Fläche 
*® (24.) wird sonach unbestimmt Die Tangenten der Curve zweiter Classe 
beschreiben, wenn f sich bewegt, einen Strahlencomplex zweiten Grcides, in 
dessen Strahlen sich unendlich viele Paare von conjugirten zweifachen 
Ebenen ^, ri schneiden ; denn die Gleichung der Curve enthält nur die Qua- 
drate und Producte der sechs Liniencoordinaten ^.ly^t — ??, ^j, . Ist dieser Strahlen- 
complex zweiten Grades beliebig gegeben, so ist auch das quadratische F^- 
System achter Stufe bestimmt, weil dann die Verhältnisse der zwanzig Coef- 
ficienten /^„ bekannt sind. 

26. Die Gleichung des Strahlencomplexes ergiebt sich direct aus der 
obigen Gleichung des speciellen quadratischen F'-Systemes, wenn man darin 
2Yik = SiVk+Vi^k setzt; sie ist also auch die Bedingung dafür, dass S und rj 
ein Ebenenpaar des quadi-atischen F^-Systemes achter Stufe bilden. Also: 
Wenn ein quadratisches F^-System Wenn ein quadratisches *^-Ge- 

achter Stufe alle zweifachen Ebenen des webe achter Stufe aüe zweifachen 
Raumes enthält, so bilden die Doppel- Punkte des Raumes enthält, so bilden 
Knien aller seiner Ebenenpaare einen die Doppellinien aller seiner Punkten'- 
Strahlencomplex zweiten Grades. Die paare einen Strahlencomplex zweiten 
ebenen Complexcurven sind die Po- Grades. Die Complexkegel sind die 
laren ihrer Doppel-Ebenen und folg- Polaren ihrer Doppelpunkte und folg- 
lich singulare Flächen des zugehöri- lieh singulare Flächen des zugehöri- 
gen quadratischen 0^-Gewebes achter gen quadratischen F'^-Systemes achter 
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Stufe, und dieses sowie das quadra- Stufe, und dieses sowie das quadr 
tische F^ System sind durch den tische ^^-Gewebe sind durch den 
Strahlencomplex eöllig bestimmt. Strahlencomplex eöllig bestimmt. 

Ein beliebiger Strahlencomplex zweiten Grades bestimmt demnach 
zwei quadratische F'-Systeme achter Stufe nebst den zugehörigen beiden 
quadratischen ^'-Geweben achter Stufe. Dieselben sind im Allgemeinen 
durchaus nicht identisch ; denn die zweifachen Ebenen des einen quadratischen 
F'-Systemes (links) erftillen den ganzen unendlichen Raum, während die- 
jenigen des anderen (rechts) eine Fläche vierter Classe umhüllen. Dass 
umgekehrt die zweifachen Punkte des einen quadratischen *^-Gewebe8 
(links) nicht wie diejenigen des anderen (rechts) den ganzen Raum erfüllen, 
lässt sich wie folgt beweisen. 

27. Diejenige F^, welche in Bezug auf das quadratische F^-System 
(links) eine beliebig angenommene *' zur Polare hat, stützt u. A. alle in 
den Berührungsebenen von *^ liegenden Complexcurven (13.), weil sie 
diesen Ebenen conjugirt ist. Reducirt sich *^ auf einen zweifachen Punkt P, 
so liegt derselbe nur dann auf F% wenn er ein zweifacher Punkt des zu- 
gehörigen quadratischen *^- Gewebes ist Wäre nun dieses allgemein für 
jede Lage von F der Fall, so müsste zufolge des Satzes rechts (26.) die 
F^ eine Kegelfläche mit dem Doppelpunkte F sein, und je zwei Strahlen 
dieser Fläche mtissten einander conjugirt sein bezüglich der in ihrer Ebene 
liegenden Complexcurve, weil F^ diese Curve stützt. Dass Solches nur 
möglich ist, wenn F^ und der Complexkegel P aus je zwei zugeordneten 
Ebenen eines harmonischen Ebenenbüschels bestehen, leuchtet sofort ein. 

Ohne hier auf die Theorie des Strahlencomplexes zweiten Grades 
weiter einzugehen, heben wir nur noch den beiläufig gewonnenen Satz 
hervor: 

Mit einem Strahlencomplex zweiten Grades sind eine F* find eine 0* 
innig verbunden; diese Flächen sind die Orte der zweifachen Punkte resp. 
Ebenen eines ^^-Gewebes und eines F^-Systemes achter Stufe zweiten Grades, 
welche durch den Complex bestimmt sind. 

Mit dem von Plücker*) gefundenen Orte der singulären Punkte und 
Ebenen des Complexes scheinen diese beiden Flächen nicht identisch zu sein- 

28. Sind V=0 und Fr=0 die Gleichungen von zwei beliebigen 



*) Plücker, Neue Geometrie des Raumes ..., Lpz. 1868/9, S. 310 und 315. 
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quadratischen F^-Systemen achter Stufe, so rcpräsentirt die Gleichung: 

v+xw^o 

eine unendliche Schaar solcher F^-Systeme, wenn X einen willkürlichen 
Parameter bezeichnet. Alle diese Systeme haben das biquadratische F^- 
Sy Stern siebenter Stufe V=^W=0 mit einander gemein, und durch jede 
nicht gemeinschaftliche F^ des Raumes geht eines derselben. Die Orte 
ihrer zweifachen Ebenen bilden im Allgemeinen eine **-Schaar; die Polaren 
von zwei beliebigen F^ bezüglich jener quadratischen F^-Systeme bilden 
zwei projectivische *^-Schaaren, weil ihre Gleichungen ebenso wie diejenige 
der 0* hinsichtlich des Parameters X linear sind. 

Wenn irgend zwei der quadratischen F^-Systeme alle ihre zweifachen 
Ebenen mit einander gemein haben, so reducirt sich die **-Schaar auf eine 
einzige **, und diese gehört allen F^-Systemen zugleich an. Man kann 
aber in diesem Falle den Parameter X so bestimmen, dass das System V+XW=0 
noch irgend eine zweifache Ebene enthält, welche ** nicht berührt; dann 
geht dieses F^-System durch alle zweifachen Ebenen des Raumes (24., 25.) 
und ist durch einen Strahlencomplex zweiten Grades bestimmt (26.). Da 
nun jede zweifache Ebene bezüglich dieses speciellen Systemes die in ihr 
liegende Complexcurve zur Polare hat, so ergiebt sich: 

29. Wenn die zweifachen Ebenen Wenn die zweifachen Punkte 

von zwei quadratischen F^-Systemen von zwei quadratischen *^-Geweben 
achter Stufe eine und dieselbe ** um- achter Stufe auf einer und derselben 
hüllen, so sind die Polaren jeder be- F* liegen, so durchdringen sich die 
liebigen zweifachen Ebene «bezüglich Polaren jedes beliebigen zweifachen 
dieser Systeme einem Ebenenbüschel Punktes P bezüglich dieser Gewebe 
vierter Ordnung eingeschrieben, in einer Raumcurve C^-^ vierter Ord- 
dessen Ebenen sich paarweise auf € in nung, deren Punkte paarweise mit P 
Strahlen eines durch die Systeme be- in Strahlen eines durch die Gewebe 
stimmten Strahlencomplexes zweiten bestimmten Strahlencomplexes zwei- 
Grades schneiden. ten Grades liegen. 

Die Raumcurve C^*^ (rechts) ist also die gemeinschaftliche Durch- 
dringungscurve der beiden Polaren von P und einer Kegelfläche zweiten 
Grades, welche P zum Doppelpunkt hat Wird P auf F* angenommen, so 
liegt P zugleich auf den beiden Polaren (24.), und ist folglich Doppelpunkt 
von C^-^; die beiden Polaren von P berühren sich alsdann in P. Nun wird 
aber in der nächsten Nr. (30.) gezeigt, dass die Polarentheorie der F* zu 
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einem ftpeciellen quadratischen *^-Gewebe achter Stufe führt, wenn man 
jeder *^ ihre Polare bezüglich der F* zuordnet. Und da bekanntlich die 
Fläche F* von der zweiten Polare eines auf ihr liegenden Punktes P in 
diesem Punkte berührt wird, so können wir den letzten Doppelsatz vervoll- 
ständigen wie folgt: 

Wird ** von der Ebene e berührt, Liegt der Punkt P auf F*, so 

so tangiren die beiden Polaren von e berühren seine beiden Polaren ein- 
einander und ** in dem Berührungs- ander und die F* in P. 
punkte von e. 

Die zweifachen Ebenen eines quadratischen F'-Systemes achter Stufe 
und ihre Polaren bezüglich dieses Systemes hüllen also eine und dieselbe 
Fläche ** vierter Classe ein. 

§. 4. Zur Theorie der Flächen vierter Classe oder vierter Ordnung. 

30. Das quadratische F'-System achter Stufe ist ein specielles, durch 
eine beliebige ** bestimmtes, wenn die 55 Coefficienten 1^ = IT seiner 
Gleichung (fii.) folgendermassen von den 35 Coordinaten a^^ der ** ab- 
hängen: 

In = Ö4()U)5 »12 = Ö31(X)? ^2 = ^12 = Ö22ÜO7 ^13 ^^ ^010? ^3 ^^ n3 =^ ^110 7 
• • »7 *34 ^=^ ^4 = ^3 ^= ö^iiii, I34 = (24 = fl^ü2ll7 • • •? '-14 ==^ öixjo»- 

Nämlich in diesem Falle ist durch die bilineare Gleichung (B.) in (6.) oder 
auch durch die Substitution (D.) in (7.) einer jeden F^ ihre Polare in Bezug 
auf ** zugeordnet, und alle F% welche diese ihre Polare stützen, bilden 
das quadratische F'-System. Werden die Gleichungen der ** und einer 
beliebigen F^ symbolisch dargestellt durch: 

i(hSi-\- (hS2+ aj^+ aj^y = und {aiXi+ a2X2 + (x^X3+ a^x^f == 0^ 
so ist die symbolische Gleichung der Polare von F^ in Bezug auf **: 

(öi«i+a2«2+Ö3«3 + Ö4«4)'^(öi^i+Ö2^2+a3^3+a4?4)^ = 0*); 
entwickelt man diese nach Potenzen der Ebenencoordinaten f, und bezeichnet 
mit bii und 26,jt die Coefficienten von ^ resp. ^.^j, so erhält man unter Be- 
rücksichtigung der obigen Gleichungen die Substitution (Z).). 

Die bilineare Gleichung {B.) kann im vorliegenden Falle symboliseli 
geschrieben werden: 

(oi «i + o, «j + Oj «3 + 04 «4)' (01Ä+ 02/52+03/53+ 04/^4)* = 0; 



*) Dieser Band, S. 15; vgl. Bd. 79, S. 166. 
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ihr genügen die Coordinaten a,^ und ßa von je zwei F% welche in Bezug 
auf 0* einander conjugirt sind. Aus ihr ergiebt sich die Gleichung des 
durch ** bestimmten quadratischen F^-Systemes, wenn «,^5. = /?^ = ^,^ ge- 
setzt wird. 

31. Mit jeder Fläche vierter Classe ist also durch die Polarentheorie 
ein quadratisches F^-System und damit zugleich ein quadratisches *^-Ge- 
webe achter Stufe verbunden; und zwar steht jede F^ und jede *^ dieser 
quadratischen Flächenmannigfaltigkeiten zu der ** in invarianter Beziehung, 
weil polare Beziehungen überhaupt invariant sind *). Die Berührungsebenen 
der ** sind zweifache Ebenen des quadratischen F^-Systemes, ihre zweiten 
Polaren in Bezug auf ** gehören dem quadratischen *^-Gewebe an. Ueber- 
haupt aber stützt jede F^ des quadratischen Systemes ihre Polare bezüg- 
lich der **, und diese Polare gehört zu dem quadratischen *^-Gewebe 
achter Stufe. 

Zu der ** steht auch diejenige F* in invarianten Beziehungen, welche 
die zweifachen Punkte des quadratischen *'-Gewebes enthält (24.). Die 
Gleichung dieser F* ergiebt sich, wenn man in (jE.) die Werthe der /^ und 
zugleich aij, = bij, = XiXj, einsetzt, in folgender Form**): 
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= 0; 



sie ist linear in Bezug auf »4000, a^mm ^'uü«) und auju4, quadratisch in Bezug 
auf 031009 «3010, ..., «11)13 7 kubisch hinsichtlich arM)^ 02020? •..? öu)22, biqua- 
dratisch hinsichtlich 02110, »«lo, ..., 0,^127 endlich vom sechsten Grade be- 
züglich Oiui. Alle **, deren zugehörige F* durch einen gegebenen Punkt 
gehen, bilden ein **-Gewebe achter Stufe zehnten Grades. 

32. Die invarianten Beziehungen einer Fläche vierter Classe ** und 
der mittelst der Gleichung (Fj.) durch sie bestimmten Fläche vierter Ord- 



*) Dieses Journal, Bd. 79, S. 171. 

**) Vgl. meine Arbeit über die ,,DarsteIlung quaternärer biquadratischer Formen 
durch zehn Biquadrate^, in diesem Journal Bd. 78, S. 123. 
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nnng F* sind nur in ganz besonderen Fällen zugleich reciproke. Diejenigen 
*\ welche auf ihre Polaren bezüglich der F* sich stützen, bilden allerdings 
ein quadratisches *^-Gewebe achter Stufe, jedoch nicht das oben (31.) er- 
wähnte, welches unmittelbar durch ** bestimmt ist ; und ihre Polaren bilden 
wohl ein quadratisches F^-System achter Stufe, aber die zweifachen Ebenen 
desselben umhüllen im Allgemeinen nicht die **, sondern eine andere Fläche 
vierter Classe *t, welche auf ähnliche Art durch F* bestimmt ist, wie F* 
durch **. Von der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugt man sich leicht, 
wenn man für die **-Coordinaten ö^^ beliebige Zahlwerthe in die Glei- 
chungen einsetzt. Auch lässt sich zeigen, dass eine und dieselbe F* aus 
verschiedenen ** abgeleitet werden kann, sodass allerdings F* durch **, 
nicht aber umgekehrt ** durch die aus ihr abgeleitete F* eindeutig bestimmt 
ist. Also : 

Mittelst der erweiterten Polarentheorie kann aus einer beliebigen ^ 
{oder F*) eine ganze Reihe von Flächen eierter Classe resp. vierter Ordnung 
**, F*, *J, FJ, 0J, FJ, ... abgeleitet werden, die alle in invarianten Äe- 
ssiehungen zu einander stehen, und von denen jede in der oben (31.) a$ige^ 
gebenen Weise eindeutig aus der vorhergehenden, nicht aber eindeutig au» 
der folgenden sich ergiebt. 

Diese Reihe von Flächen ist im Allgemeinen ohne Ende, und nur 
dann, wenn eine ihrer Flächen unbestimmt wird, bricht sie ab. Sie kann 
aber wie eines der nachfolgenden Beispiele lehrt (35.), von einer bestimmten 
Fläche an periodisch werden. 

33. Wir müssen darauf verzichten, die merkwürdige Gleichung {Ei.) 
und die mannigfaltigen gegenseitigen Beziehungen der Fläche ** und der 
aus ihr abgeleiteten Flächen F*, *J, FJ u. s. w. hier ausführlich zu erörtern. 
Wir beschränken uns auf einige leicht zu begründende Bemerkungen, welche 
specielle Flächen vierter Classe oder Ordnung betreffen, aber trotzdem auf 
die Wichtigkeit jener Beziehungen vielleicht einiges Licht werfen. 

Wenn ** alle Ebenen einer Geraden zweimal berührt, so geht F* 
zweimal durch alle Punkte der Geraden, und letztere ist zweifache Gerade 
von allen aus ** abgeleiteten Flächen F*, *J, F}, . . . 

Nimmt man nämlich auf der Geraden die Eckpunkte ^3 = und ^4 = 
des Coordinatentetraeders an, sodass sich in ihr die Flächen o?! = und X2 = 
desselben schneiden, so erhält die Gleichung der ** die Form: 
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indem 9)33, 934 und (p^ homogene Functionen zweiten Grades von fj, ^27 ^3, 
^4 bezeichnen. Es wird also a^^,, = 0, so oft q+r'>2 ist, und die Grlei- 
chung (El.) von F* geht über in: 

7 2 7 2 

Xi X1X2 X2 XiX^ X1X4 X2X1 XiX^ X3 X^X^ Xi 

a?l 00000 02020 »iOll »2002 

ajiOjjO «1120 önii «1102 

ir2 000000 «0220 «0211 «0202 

X1X3 \J ü Ö2(Ä() Ö2011 Ö1120 »11 11 ÖKXJü »1021 »1012 



= 0. 



2 
^4 »i002 »1102 »0202 »1012 »1003 »0112 »0103 »UJ22 »0013 »0U04 

Diese Gleichung hat, wie man leicht sieht, die Form: 

^i/ii + ^1^2/12 + ^2/22 = 0, 

sodass in der That jeder Punkt der Geraden Xi = 0, 0:2 = ein Doppelpunkt 
der F* ist. Ganz ebenso ergiebt sich, dass die aus F* abgeleitete Fläche 
*1 alle Ebenen der Geraden zweimal berührt; u. s. w. 

34. Sind die Ebenen der Fläche ^* paarweise harmonisch getrennt 
durch einen Punkt A und eine Ebene a, so sind auch die Punkte der aus 4>* 
abgeleiteten Fläche F* durch A und a paarweise harmonisch getrennt, des- 
gleichen die Ebenen und Punkte der Fläclien 4>i^ F^, 02 u. s. w. 

Zum Beweise verlege man nach A den einen Eckpunkt ^4 = und 
in diiö Ebene a die ihm gegenüberliegende Fläche 0:4 = öder f^ = ^2 = ^3 = 
des Coordinatentetraeders. Dann hat die Gleichung der ** die Form: 

9'(fl,f2,f3) + <^UlM^2,^3)r4 + »U00*S = 0, 

d. h. sie enthält von ^4 nur die geraden Potenzen, und es ist a^,« = 0, so oft 
t ungerade ist. Setzt man aber in {E^.) überall a^rsx = und a^,3 = so er- 
kennt man sofort, dass diese Gleichung nur die geraden Potenzen von x^ 
enthält, also die Form hat: 

f*{Xl^X2^X^)+f\x^^X2JX3)xl'^-a^J^J^i^xt = 0; 

damit aber ist unser Satz bewiesen. 

Wenn z. B. ** einen Mittelpunkt A besitzt (in welchem Falle die 
Ebene a unendlich fem liegt), so ist A zugleich Mittelpunkt aller aus ** 
abgeleiteten Flächen F*, 4>J, F} u. s. w. Eine Symmetrieebene von ** ist 
zugleich Symmetrieebene von F*, *t , ... Ist insbesondere ** eine Rotations- 
fläche, so sind auch alle aus ^* abgeleiteten Flächen Rotationsflächen mit 
der nämlichen Axe. 

26* 
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35. Wenn sich ^* auf eine (nicht singulare) zweifache 0^ redudrty 
so geht die aus ** abgeleitete F* über in die zweifache F^, deren Berührungs^ 
ebenen jene *^ bilden^ und *} wird mit ** identisch. 

Dieses folgt schon aus (33.), wonach jede Gerade von *' eine zwei- 
fache Gerade der Flächen **, F*, *J, ... ist; ebenso folgt es aus (34.). 
Wir wollen aber noch einen Beweis dieses Satzes geben. 

Die Gleichung einer ** habe die einfache Fonn: 

3^i^+6^,,^^+3^,,^+6A3^^+- + 6^34^?r4+3^44^= 0; 
dann kann die Gleichung {Ei.) der zugehörigen F* verwandelt werden in: 



wenn 



— fi 

x] 

X2 

x^ 
xl 



u = -^ 



A21 

-^1 



x^.x: 



X2 



^3 



A12 Au 

ÖA22 A23 

Ayi OAy^ 

A^2 'Av^ 



+jrjp_+ 



A 



13 






+ 



xl 
Au 

A2\ 

-^34 
0^44 



x\x\ 



= 0, 



A 



+ 



*J«I . *I^I 



23 



Ä 



34 



A 



34 



gesetzt wird. Sie enthält also nur die geraden Potenzen von a:,, a?2, a?3, x^. 
Ist -4,;t = -^*t = -^i«^]b^ so geht die Gleichung der ** ttber in: 

3(A^+^^+^i?+^r4)' = 0, 

und repräsentirt eine zweifache *^, welche auf ein beliebiges Poltetrafe'der 
bezogen ist. Zugleich aber wird die Gleichung der F* identisch mit: 

d. h. F* reducirt sich auf die zweifache F^, welche von den Ebenen jener 
*' berührt wird. 

Auf die oben angenommene einfache Form kann u. A. die Gleichung: 

3(^,^+^,^+^35^ + ^4r4).(^l^+^r2+^^ + Ä4^) = 

gebracht werden ; dieselbe repräsentirt zwei *^, welche sich in allen Punkten 
eines Kegelschnittes berüliren, und zwar bilden die Punkte fi=0, ^2 = 
und I3 = ein beliebiges Poldreieck dieses Kegelschnittes, während im 
Punkte ^4 = die gemeinschaftlichen Berührungsebenen der beiden *^ sich 
schneiden. Setzt man nun in die Gleichung der zugehörigen F* ein: 

Aa = AA,, A,, = 4^ (^+^4) fllr f und * = 1, 2, 3, 
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sowie A^^A^B^j so enthält dieselbe die Punktcoordinaten Xi^ x^^ X3, x^ 

^fe% /V^ /M 'VV 

nur in den Verbindungen —1-+-^- + -^- nnd -r^ , kann also auf die Form : 

A^ A^ ilj il^ 



^, 



■^1 -^a -^8 -^4 -^l "^5 

gebracht werden. Daraus aber folgt: 

Besteht 4>* aus zwei Flächen zweiter Classe, die sich in allen Punkten 
eines Kegelschnittes berühren, so zerfällt die aus ^* abgeleitete F* in zwei 
Flächen zweiter Ordnung, die sich in den Punkten desselben Kegelschnittes 
berühren. 

Ebenso beweist man, dass die Gleichung der F* sich auf die Form : 



m 



(4+^)V»(^+4)(*+4)+K4+4)' = 



«I ^% ^1 *"t "^3 ^4 "^3 "^4 

bringen lässt, wenn diejenige von ** die analoge Form: 

annimmt Daraus aber folgt: 

Wenn ** in zwei Flächen zweiter Classe zerfällt, welche sich in den 
eier Geraden eines windschiefen Vierecks schneiden, so besteht F* aus zwei 
Flächen zweiter Ordnung, welche durch dieselben eier Geraden gehen. 

36. Das quadratische F^- System achter Stufe, welches (31.) mit 
einer beliebigen ** verjbunden ist, hat eine Doppel-F^, wenn die Discri- 
minante seiner Gleichung, d. h. die Determinante: 



A = 



Ö4<MJf) ^31«) Ö22UÜ Ö3Ü1Ü 
Ö3l(J() (hm) Öj3(j(j Ö2IIC) 



... 



^«n Ö2(jti2 



Ö^22(J() Ö13(JI) (hwi) ö 



1210 



«1111 Ö|i(j2 



Ö2()(J2 ^llCß (hmn ^1012 • • • öu(J13 (hM)\ 

verschwindet (15.). Jene ausgezeichnete F^ des Systemes ist apolar zu der 
**, und ist jeder anderen F^ des Raumes in Bezug auf ** conjugirt 
(vgl. 8.); die Determinante A ist eine Invariante von ***). 

Das mit dem quadratischen F^- System verbundene quadratische *^- 
Gewebe achter Stufe reducirt sich aber in dem genannten Falle, wie wir 
wissen (21.), auf das zweifache lineare *'- Gewebe achter Stufe, welches 
auf der Doppel-F^ ruht. Daraus folgt: 



*) Vgl. dieses Journal Bd. 79, S. 1 73. 
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Wenn die Invariante A einer ^* verschwindet und also eine j&h ^^ 
apolare F^ existirt, so redudrt sich die aus 4>* abgeleitete F* auf diese, 
zweimal zu zählende F^. 

Auch die übrigen aus 4>* abgeleiteten Flächen *J, F?, ... reduciren 
sich alsdann auf die zweifache F^ (35.), wenn F^ keine Kegelfläche ist 

Wenn alle ersten Minoren der Invariante A verschwinden, so wird die 
aus 0* abgeleitete F* unbestimmt, 

wie die Form der Gleichung (£i.) sofort erkennen lässt. Insbesondere er- 
giebt sich: 

Wenn ** in eine *^ und eine *^ zerfällt, so wird F* unbestimmt. 

Denn legen wir einen Eckpunkt ^4 = des Coordinatentetrafe'ders in 
den Punkt *\ so wird die Gleichung der ** durch ^4 theilbar, und es 
wird a^,t = 0, so oft / = ist ; dadurch aber wird die linke Seite der Glei- 
chung {El.) identisch Null. 

Wenn ** eine Ebene {etwa ^1 = ^2 = ^3 = 0) dreifach enthält, so re- 
dudrt sich F* auf diese ^ viermal zu zählende Ebene und ^1 wird deshalb 
unbestimmt. 

Nämlich die Gleichung der ** ist linear hinsichtlich der Coordinate 
^4, so oft der genannte Fall eintritt. Setzt man aber in (Ei.) überall a^^ = 0, 
wo / > 1 ist, so geht diese Gleichung über in arj = 0, wie behauptet wurde. — 
Ebenso folgt: Wenn eine F* einen dreifachen Punkt besitzt, so reducirt sich 
die aus ihr abgeleitete Fläche vierter Classe auf diesen Punkt. 

§. 5. Das Nullsystem von neun Dimensionen. 

37. Wir kehren nochmals zu der bilinearen Gleichung {B.) zurück 
(6.), durch welche die F^-Systeme und 4>^-Gewebe neunter Stufe der Räume 
ß, und Äy reciprok auf einander bezogen wurden. Wir wissen (9.), dass 
diejenigen F% welche ihre entsprechenden *^ stützen und also durch (B.) 
mit sich selbst verknüpft sind, im Allgemeinen ein quadratisches F^-System 
achter Stufe bilden ; nur der besondere Fall , in welchem l^^ = — l^ und 
folglich /^ = ist, bildet eine Ausnahme. 

Nämlich in diesem Falle wird die linke Seite der Gleichung {B.) 
identisch Null, wenn man a,^ = /3^jt setzt, d. h. jede F^ stützt die ihr ent- 
sprechende *^ und ist mit sich selbst verknüpft. Da ausserdem die Glei- 
chung {B.) durch Vertauschung der «.^ mit den resp. ß^ links nur das Vor- 
zeichen wechselt, so ist die reciproke Beziehung eine involutorische , und 
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wir brauchen die beiden Räume nicht weiter zu unterscheiden. Wegen der 
Analogie mit dem gewöhnlichen Nullsystem (5.) wollen wir sagen, das F^- 
System und das *^-Gewebe bilden, wenn l^^ = — l^ ist, ein Nullsystem von 
neun Dimensionen. Also: 

Wenn ein F^ -System und ein 4>^ -Gewebe neunter Stufe redprok so auf 
einander bezogen sind, dass jede F^ die ihr entsprechende 4>^ stützt, so bilden 
sie ein Nullsystem von neun Dimensionen. Solcher Nullsysteme giebt es 44- 
fach unendlich viele; 
denn ihre Gleichung {B.) enthält 45 Coefficienten /mn = — ßT- 

Auch die linke Seite der Gleichung (JS.), durch welche die *^ des 
Raumes mit einander verknüpft werden, ändert im vorliegenden Falle durch 
Vertauschung der % mit den resp. 6,* nur ihr Vorzeichen ; sie wird identisch 
Null , wenn a^ = 6^^ gesetzt wird , weil zwischen den ersten Minoren der 
Determinante A = -2" +/}}/!? ... l^ bekanntlich die Gleichungen ^•^ = — A^" 
bestehen, wenn /*^ = — ^ ist. 

38. Im Nullsystem von neun Dimensionen sollen zwei F^ y^onjugirlf^ 
genannt werden, wenn eine und folglich jede derselben die der anderen 
^zugeordnete'' (d. h. entsprechende) *^ stützt. Ebenso heissen zwei lineare 
F^-Systeme „conjugirt", wenn auf dem einen und folglich auf jedem das 
dem anderen zugeordnete *^-Gewebe ruht. Z. B. einem F^-Büschel sind 
im Nullsystem alle Flächen, F^-Büschel, F^-Bündel u. s. w. des linearen F^- 
Systemes siebenter Stufe conjugirt, welches die dem Büschel zugeordnete 
*^-Schaar stützt. Einem linearen F^-System p^^^ Stufe ist ein einziges 
System (8— /?)*®r Stufe conjugirt nebst allen in demselben enthaltenen F^ 
und linearen F^-Systemen von 1, 2, 3, ..., 1—p Dimensionen; auf diesem 
F^-Systeme (8-p)*«'' Stufe ruht das *^-Gewebe p^^^ Stufe, welches dem F^- 
Systeme p^^^ Stufe zugeordnet ist. Zwei lineare F^-Systeme p^^^ und q^^^ 
Stufe sind demnach einander conjugirt, wenn irgend q+1 linear unabhängige 
Flächen des letzteren dem ersteren conjugirt sind. 

Da jede F^ des Raumes sich selbst conjugirt ist (vgl. 37.), so be- 
stimmen allemal zwei conjugirte F^ einen sich selbst conjugirten F^-Büschel, 
von welchem je zwei Flächen einander conjugirt sind. — Wählt man fünf 
linear unabhängige F^ so, dass jede von ihnen den vier übrigen conjugirt 
ist, so bestimmen dieselben ein sich selbst conjugirtes lineares F^-System 
vierter Stufe; alle in diesem enthaltenen Flächen und linearen F^-Systeme 
sind einander und zugleich sich selbst conjugirt Die sich selbst conjugirten 
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• 

linearen F'-Systeme sind den Leitstrahlen des gewöhnlichen Nollsystemes 
(5.) vergleichbar. 

39. Ein lineares F^-System p'^'* Stufe enthält im Allgemeinen und mm-- 
destens ^(2pSq){q+l)-fach unendlich eiele, sich selbst conjugirte lineare 
F^ -Systeme q'^^ Stufe, wenn 0<:2q^p ist. Wählt man nämlich in 
dem System p^«^ Stufe irgend ^+1 linear unabhängige F' so, dass jede 
derselben den q übrigen conjugirt ist so bestimmen diese F^ eines der sich 
selbst conjugirten F^-Systeme q^^^ Stufe. Von den ^+1 conjugirten F^ 
kann die erste ganz beliebig in dem Systeme p^^ Stufe angenommen werden; 
die (i+l)*® darf mit den • vorhergehenden nicht in einem linearen F'-System 
(i-_l)ter Stufe liegen, kann aber sonst beliebig in einem gewissen linearen 
F^- Systeme (p — t)^®^ oder höherer Stufe angenommen werden, und zwar durch- 
dringen sich in diesem das System p^^^ Stufe und dasjenige lineare System 
(9 — i)^®^ Stufe, welches den • vorhergehenden F^ conjugirt ist Da wegen 
p^2^^2f auch p— •>•— 1 ist, so können die ^+1 F^ im Allgemeinen 
auf: p+(p— 1)-1 Kp-"OH Vip — q) oder ^(2p— ^).(^+l)-fach unend- 
lich viele Arten so, wie vorhin angegeben, gewählt werden. Die Anzahl der so 
bestimmten F'- Systeme q^^^ Stufe ist aber nur 4(2p— 9)(9+l)— ^(^-J-l)- 
fach unendlich, weil jedes von ihnen auf diese Weise cx)«^«^*^-mal er- 
halten wird. 

Für p = 9 und ^ = 1, 2, 3, 4 ergiebt sich insbesondere: 
Im NmUsffstem eon neun Dimensionen giebt es <x}^ sich selbst conjugirte 
F^'-Büsckel und lineare F^Systeme eierter Stufe , und oo^^ sich selbst conju- 
girte F^-Bündel und F^-Gebüsche. Durch jede F' gehen, wie man leicht 
beweist. »' F'-Bttschel, oo" F'-Bündel, oc^' F'-Gebüsche und oc^'' lineare 
F^-Systeme vierter Stufe, welche sich selbst conjugirt sind. 

Eine Ausnahme erleidet der obige Satz u. A. dann, wenn das lineare 
F'-System p^^ Stufe sich selbst conjugirt ist; in diesem Falle ist jedes der 
ocCp-^x«+i) in ijmj enthaltenen linearen F'-Systeme q^^ Stufe sich selbst 
conjugirt (38.). 

40. In jedem linearen F'^-System p^ Stufe giebt es, wenn p > 1 ist, 
im Allgemeinen und mindestens eine F^, welche allen übrigen Fläche» des 
Sy Siemes conjugirt ist, und die Null fläche des Systemes heissen mag. Wenn 
nicht jede F^ des Systemes allen übrigen conjugirt ist, so kann man in 
demselben auf unendlich viele Arten p linear unabhängige Flächen so an- 
nohmen, dass keine zwei derselben einander conjugirt sind. Diesen p Flächen 
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aber sind alle Flächen eines linearen F^-Systemes (9-~p)*®r Stufe conjugirt, 
welches mit dem System p^^^ Stufe mindestens eine F^ gemein hat; dieselbe 
ist sich selbst und jenen p Flächen conjugirt, also auch allen F^ des linearen 
Sy Siemes p^^^ Stufe, welches durch sie und die p Flächen bestimmt ist. 

Wenn ein lineares F^System p^^^ Stufe ein sich selbst conjugirtes li- 
neares F^-System q*^^ Stufe enthält und 2 g > p ist, so giebt es in letzterem 
System mindestens cx!^^~^ Flächen j welche allen F^ des Systemes p^^^ Stufe 
conjugirt sind und Nullflächen desselben heissen mögen. Diese Null flächen 
bilden ein lineares F^-System eon im Allgemeinen und mindestens 2q—p Di-- 
mensionen. Wenn nämlich nicht jede F^ des Systemes p^^ Stufe allen 
übrigen conjugirt ist, so kann man eine dasselbe bestimmende Gruppe von 
p+1 Flächen so annehmen, dass von ihnen p — q ausserhalb des linearen 
F^-Systemes q^^^ Stufe liegen und dass keine zwei dieser p — q Flächen 
einander conjugirt sind. Das lineare F*-System 9 — (/? — g)*«^ Stufe, welches 
diesen p—q Flächen conjugirt ist, hat aber mit dem System g*®^ Stufe 
ein lineares F^-System von im Allgemeinen und mindestens 2 g— p Dimen- 
sionen gemein, dessen Flächen dem linearen System p^^^ Stufe (weil den 
p+1 linear unabhängigen F^ desselben) conjugirt sind. 

41. Ist 2q = p, so ergiebt sich auf gleiche Art der Satz: 

Durch die Null fläche eines linearen F^-Systemes 2q^^^ Stufe gehen alle 
sich selbst conjugirten linearen F^-Systeme q^^^ Stufe desselben, 
wenn nämlich nur eine solche Nullfläche existirt (40.). So z. B. enthält 
jedes lineare F^-System achter Stufe oo^" sich selbst conjugirte lineare Systeme 
vierter Stufe ; dieselben gehen sämmtlich durch die Nullfläche des Systemes 
achter Stufe. Und ein F^-Bündel, der nicht sich selbst conjugirt ist, enthält 
einfach unendlich viele sich selbst conjugirte F^-Büschel, die sich aber alle 
in der Nullfläche des Bündels schneiden. Dieser Satz ist dem bekannten 
Satze analog, dass alle in einer Ebene liegenden Leitstrahlen eines ge- 
wöhnlichen NuUsystemes sich in dem Nullpunkte der Ebene schneiden. 
Das Analogen eines anderen bekannten Satzes ist der folgende, sofort ein- 
leuchtende: 

Die Nullflächen aller linearen F'-Systeme p^^^ Stufe, welche durch ein 
lineares F^ -System q*^^ Stufe gehen, bilden das dem letzteren conjugirte F'- 
System {8-qy'' Stufe (38.). 

42. Die Gesammtheit aller linearen F^-Systeme p^®^ Stufo, welche 
im Nullsystem von 9 Dimensionen sich selbst conjugirt sind, ist vergleichbar 
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dem linearen Strahlencomplex, welcher von den Leitstrahlen eines gewöhn- 
lichen NuUsy Sternes gebildet wird. Gleichwie jede Gerade ein Leitstrahl 
ist, welche mit zwei Leitstrahlen in einer Ebene liegt und durch ihren 
Schnittpunkt geht, ebenso ist jedes lineare F'-System p^^^ Stufe sich selbst 
conjugirt, welches mit irgend zwei sich selbst conjugirten m emem linearen 
/^-System (p+iy^^ Stufe liegt und durch das ihnen gemeinschaftliche System 
(p— l)*«r Stufe geht; denn jede F^ des letzteren ist eine Nullfläche des Systemes 
(p-l-l)ter Stufe, u. s. w. Wenn z. B. zwei sich selbst conjugirte /^-Büschel 
in einem F^-Bttndel liegen und folglich eine F^ mit einander gemein haben, 
so ist jeder durch diese F^ gehende F^-Bttschel des Bttndels sich selbst 
conjugirt 

Strassburg i. E. 22. Juli 1876. 
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Ueber die Determinanten, deren correspondirende 
Elemente «p^ und a^p entgegengesetzt gleich sind. 

(Von Herrn F. Mertens in Krakau.) 



Ubgleich der von Herrn Cayley zuerst ausgesprochene Satz*), dass 
eine Determinante geraden Grades 



D = 



Oa 


fll2 


• • • 
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«22 
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ö»l 


«1.2 
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0-« 



in welcher die Elemente den Bedingungen 

(1.) «^ = 0, 

(2.) a„+a,p = 

genügen, ein vollständiges Quadrat, und zwar das Quadrat eines von Jacobi bei 
Gelegenheit des P fa ff&chen Integrationsproblems**) aufgestellten Ausdrucks 
ist, von Herrn Cayley sowie von den Herren Borchardl und Scheibner***) 
elegant bewiesen worden ist, so dürfte es dennoch von Interesse sein, den 
Beweis desselben direct an den Gliedern von D zu versuchen. 

Bekanntlich besteht das Bildungsgesetz der Glieder der Determinante 
eines allgemeinen Elementensystems 

Oll • • • ^1» 



• • • • 



^nl • • • ^11» 

darin, dass an den zweiten (oder ersten) Zeigern 1, 2, ... n des Diago- 
nalgliedes 

Oll 622 •• • ^^n 

alle möglichen Umsetzungen f) zu vollziehen sind und jedes der Resultate 
mit dem Zeichen + oder — zu behaften ist, je nachdem die betreffende 

*) Dieses Journal Bd. 38 pag. 93. 
**) Dieses Journal Bd. 2 pag. 353 und Bd. 29 pag. 237. 
) Siehe Balizer Determinanten §. 7 sowie die Leipziger Berichte vom Jahre 1859. 
f ) oder, wenn man lieber will, Permutataonen. 

27* 
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Umsetzung einer geraden oder ungeraden Anzahl von aufeinander folgenden 
Vertauschungen zweier Zeiger gleichkommt 
Jede Umsetzung U oder 

C3-) (:'?:::r) 

ist ferner, wie bekannt, in cyklische Factoren zerlegbar, d. h. es lassen sich 
die Zeiger der unteren Reihe in dem Symbol (3.) derart in Gruppen ab- 
theilen, dass die Wirkung der Umsetzung U durch cyklische Umsetzung 
der Zeiger jeder Gruppe erreicht wird, wobei die etwa sich behauptenden 
Zeiger als je eine Gruppe bildend anzusehen sind. Nach der CauchyBchen 
Regel ist dann das Vorzeichen des aus der Umsetzung U* hervorgehenden 
Determinantengliedes = (— 1)**"^, wo g die Anzahl der cyklischen Factoren 
von U bezeichnet. 

Dies vorausgeschickt, unterscheide man in Bezug auf die Deter- 
minante D unter den n ! Umsetzungen der Zeiger 1 , 2 , . . . n folgende 
drei Arten: 

A) Umsetzungen mit sich behauptenden Zeigern. Jedes der aus 
diesen Umsetzungen hervorgehenden Glieder der Determinante D ist nach 
(1.) gleich 0. 

B) Umsetzungen, welche aus einer ungeraden Anzahl von Zeigemi 
bestehende cyklische Factoren enthalten. Es sei 

eine solche Umsetzung U, und zwar sei unter allen cyklischen Factoren 
von U mit ungerader Zeigeranzahl der in Evidenz gesetzte derjenige, welcher 
den kleinstmöglichen Zeiger enthält. Alsdann giebt es allemal eine von U 

verschiedene Umsetzung CL ^' "j oder r " J "'\ welche, ab- 

gesehen von dem ersten, die nämlichen cyklischen Factoren wie U besitzt. 
Während der erste cyklische Factor die Umkehrung des ersten cyklischen 
Factors von U ist. Die aus zwei solchen sich gegenseitig entsprechenden 
Umsetzungen entspringenden Glieder von D 

wo P das Product der übrigen Elemente bezeichnet, haben dasselbe Vor- 
zeichen und heben sich daher gegeneinander auf, weil nach (2.) 

ist. 
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C) Umsetzungen, welche nur cyklische Factoren mit gerader Zeiger- 
anzahl enthalten. Jede dieser Umsetzungen denke man sich derart geordnet, 
dass die erste Gruppe der in cyklischer Weise umzusetzenden Zeiger mit 
dem Zeiger 1 anßlngt, die zweite Gruppe, falls eine solche vorhanden ist, 
mit dem kleinstmöglichen Zeiger anfängt u. s. w., und es sei 

(4.) r^* '" *'^' *" ^'' "0 

^ M O ••• •>! ••• 9 f •• »^ 

eine derart geordnete Umsetzung. Stellt man dann den ersten und zweiten, 
dritten und vierten, ... (»—1)^«° und i«^«° Zeiger der unteren Reihe zu je 
einem Paare zusammen und verföhrt ebenso mit den Zeigern der oberen 
Reihe, so erhält man zwei Reihen 

(5.) (1,^) ... {f\g') ..., 

(6.) {g,h) ... (/Y) ... 

n 

von je ^ Zeigerpaaren, in deren jeder nur verschiedene Zeiger vorkommen. 

Um eine Uebersicht über die Reihen von Zeigerpaaren zu gewinnen, welche 
man durch dieses Verfahren aus allen möglichen Umsetzungen von der 
Form (4.) erhält, denke man sich die Zeiger 1, 2, ... »—1, n auf alle 

möglichen verschiedenen Weisen in je ^ Paare abgetheilt, wobei die 

Reihenfolge der Zeiger jedes Paares gleichgültig ist, nenne den Complex dieser 



Reihen von je -^ Zeigerpaaren, deren Anzahl gleich — =1.3. ..(n—l) 

ist, £2 und untersuche, ob und aus wie vielen Umsetzungen von der Form 
(4.) irgend eine Combination (91, 91') zweier dem Complex S2 angehörender 
Zeigerpaarreihen 9i, 91' durch das obige Verfahren hervorgehen kann. 
Erlaubt man sich zur Abkürzung die Ausdrucksweise, dass zwei Zeiger 
zusammengehören, wenn sie zusammen ein Paar bilden, so ermittele man 
den Zeiger g, welcher in der Reihe 91 mit 1 zusammengehört, dann den 
Zeiger A> welcher in der Reihe 91' mit g zusammengehört, hierauf den 
Zeiger i, welcher in 91 mit h zusammengehört u. s. f., bis man auf den Zeiger 
/ stösst, welcher in der Reihe 9i' mit 1 zusammengehört. Erschöpfen die 
Paare, durch welche man auf diese Weise hindurchgegangen ist, noch nicht 
die Reihen 91, 91', so suche man unter den in 91 zurückgebliebenen Paaren 
dasjenige, welches den kleinstmöglichen Zeiger /" enthält, bezeichne den 
anderen Zeiger dieses Paares mit g'^ ermittele dann den Zeiger h\ welcher 
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in 91' mit g' zusammengehört, hierauf den Zeiger •', welcher in 91 mit A' 
zusammengehört u. s. £, bis man auf den Zeiger /' stösst, welcher in 91' 
mit f zusammengehört. So fahre man fort, bis nach einigen Wiederholungen 
dieses Verfahrens sämmtliehe Paare der Reihen 91 und 91' erschöpft sind. 
£s ist dann 

^ ^^ ^ia i r V ) 

eine Umsetzung, welche nur cyklische Factoren mit gerader Zeigeranzahl 
enthält und aus welcher die Reihen 91, 91' ebenso hervorgehen, wie die 
Reihen (5.) und (6.) aus der Umsetzung (4). Würde man dagegen von 
demjenigen Zeigerpaare ausgegangen sein, welches in der Reihe 91' den 
Zeiger Eins enthält, so würde man durch dasselbe Verfahren genau zu der 
Umkehrung 

Q V /l...l,r... f^y • • • \ 

^ ^^ M ... <7,r. ..<;',. ..y 

der Umsetzung (7.) gelangen. Hienach entspringen also alle Combinationen 
(91,91) zweier identischer Reihen von Zeigerpaaren aus den Umsetzungen, 
welche aus zweigliedrigen cyklischen Factoren bestehen und zwar jede 
dieser Combuiationen nur aus einer derartigen Umsetzung, weil in diesem 
Falle die ITmsetzungen (7.) und (8.) identisch sind. Die Combinationen 
(9{, 9t') zweier verseluedener Zeigerpaarreihen aus £i dagegen gehen aus 
den Umsetzungen her\'or, welche wenigstens einen cyklischen Factor mit 
mehr uIk zwei Zeigeni enthalten und zwar entspringt jede dieser Combi- 
nationen genau aus zwei Umsetzungen, von denen die eine die Umkehrung 
der undereu ist, und welche aus diesem Grunde in dem vorliegenden Falle 
nie identisch aeui können. Sind nun 

^a',^)(y'(r)...(A') 
die holilon Zolgi^rjmarroihen / welche aus der Umsetzung (4.) hervorgehen, 
iiihI lieÄelehnot »Ugomein iU;t.-,*,r die positive oder negative Emheit, je- 

niu'hdoin die Umsotzung (Jg ^^ ][) einer geraden oder ungeraden Anzahl 

auf oiiiuiMlor ft^lgt^ider \'ertauschungen zweier Zeiger gleichkommt, so ist 
«Um uum der llniHoUung (4.) entspringende Glied der Determinante D, unter 
IN dlo A tmahl ilor oyklisohen Factoren dieser Umsetzung verstanden, 

- (— l)"'ai^a^...aaö/*p'...ö/y> 



• • • 
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und lässt sich mit Hülfe der Gleichungen 

ighJig'^^'.,. ^gh • • • ^Vf '*' = ia^ßY^'-M'^* ^o*ß' ^y'ö' • • • ^fA'v* y 

auf die Form 

iaßyi„,fiv ^aß ^yd • • • ^fiv X ia'ß'y6'^fA»¥' ^a'ß' ^y*d* • • • ^/4'y' 

bringen. Die Summe der aus sämmtlichen Umsetzungen^ welche nur cyk- 
lische Factoren mit gerader Zeigeranzahl enthalten, entspringenden Glieder 
der Determinante D ist demnach 

WO die Summe über alle Zeigerpaarreihen von £1 zu erstrecken ist 

Da also nur diejenigen Glieder der Determinante D in Betracht 
kommen, welche den unter C) genannten Umsetzungen entsprechen, so 
hat man 

D = \^iaßyd...fiv^aß^yB**-^f 

Gräfenberg, August 1876. 



2 



212 



lieber Borchardh Function. 

(Von Herrn Kostka in Insterburg.) 



1. Allgemeine Formeln, Borchardt^ erzeugende Function aller ganzen 
symmetrischen Verbindungen ist ursprünglich in folgender Form gegeben: 

^L.) Or(,li,r2,...W - ^ 1) jj(t^^t^^...g et, dt, dtn f(t,)f(t,)...f(tn)' 

darin bedeutet /"(t) eine ganze Function «^®° Grades und /7(t,,...t«) das 
Diflferenzenproduct der t, also: 

(IM K*^*^ ^ at)+öit + Ö2t'+- + ann 

I i7(t„ ... tn) = (t,-tx)(t3-to...(t -t,^0 = -2:±t!ti...t;-^ 

Geeigneter für die weitere Entwickelung wird eine andere Form von 
sein, welche man z. B. in Baltzer^ Determinanten angegeben findet*): 
Schreibt man nämlich die zu differentiirende Function als Determinante, 
führt dann die Differentiationen aus und setzt 

(2.) F,(t) = t*r(t)-A.t*-7(t), 
so wird 

r9M fl -^ ^ -g±fo(OF,(g...Fn-,(tn) . 

Der zweite Factor ist eine ganze und symmetrische Function der t, für 
alle Variablen zusammen von der Dimension n(ii— 1), für jede einzelne 
Variable vom Grade »—1. Nach einer Aeusserung Cöyfeys **), aufweiche 
neulich Herr Faä de Bruno zurückgekommen ist***), würde es von Inter- 
esse sein, den Zähler der JJorcAorrf/schen Function, also 

durch die Coefficienten von f{t) und einfache symmetrische Verbindungen der 
t auszudrücken. Herr Professor Borchardt machte mich darauf aufmerksam 



♦) In der zweiten Auflage §. 3, 15. 

**) A memoir on the Symmetrie functions of the roots of an equation, PhiL 
Trangact. 1857, S. 489 ff. 

***) Dieses Journal, Bd. 81, S. 217 fi. 
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dass Z als Summe der in diesem Journal Bd. 81 S. 281 ff, von mir be- 
handelten Functionen darstellbar sei, und forderte mich auf, dies weiter zu 
verfolgen; diese Aufforderung ist zu den nachstehenden Entwickelungen 
die Veranlassung gewesen. 

Es sei, etwas allgemeiner^ . 

(4) F,(t) = ^,o+*Mt+6.,2t' + - + 6A,«r", 
und wenn nt den Exponenten der höchsten in den Functionen Fi,{t) vor- 
kommenden Potenz von t bezeichnet, m>ii; für den Fall der ^orcAariitechen 
Function würde sein: 

(4-.) iM = (^+l-2Ä)a,^i^, und m = 2«-2, 
wobei, wie immer, jedes a mit einem Index, der <I0 oder >ii, gleich 
Null zu setzen ist. Die Multiplicationsregel der Determinanten liefert 



(5.) 



Z = -T 






wobei 



*".«fi-l *1.«»-1 • ' • *«-l,«n-l 



Äo, «1, • • • a^_i 



"(tl,t„...t«) ' 



irgend eine nach der Grösse aufsteigend geordnete Combination von n 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... m bedeutet und die Summe sich auf alle 
verschiedenen derartigen Combinationen ohne Wiederholung bezieht. Der 
zweite Factor in irgend einem Gliede der vorstehenden Summe ist als ganze 
Function der t leicht auszudrücken: Bildet man 

(6.) y(t) = (t-tO(t-t,)...(t-U = t--C|f-*-Fct-'~..-f(-irc,, 

so wird, wie in diesem Journal Bd. 81 S. 281 f. gezeigt ist: 



-1) 



•«i+o,+.„+a,_|+ 5^5=ü 



(-i)-'''.c._^. (-irA+'.c,_ft+. . . . (-ir-A.c„_^. 



wobei 

diejenigen nach der Grösse aufsteigend geordneten ganzen Zahlen sind, 
welche mit Oo, «i, ... a„.i zusammen die Zahlenreihe 0, 1, 2, ... m einfach 

Journal för Mathematik Bd. LXXXII. Heft 3. 28 



214 



Koitka, über Borchardts Function. 



ausfüllen; wobei ferner 

Co = 1 und c_Ä = c«+* = 
ist fttr jede ganze positive Zahl h. Mnltiplicirt man noch die Zeilen der 
ans den c zusammengesetzten Determinante der Reihe nach mit 

(-1)-'^', ("-l)*"^ . . . (-i)-^-+i-* 

und die Colonnen der Reihe nach mit 

(-in (-ly, . . • (-1)—, 

so erhält man, weil 

sowohl vor der Determinante als in jedem Gliede derselben das positive 
Vorzeichen. 

Determinanten aus den Combinationen der t, bei welchen der lieber- 
gang von einer Colonne zur nächstfolgenden durch Vermehrung des Index 
jedes c um eine bestimmte (nicht nothwendig für jede Colonne gleiche) 
Zahl, der Uebergang von einer Zeile zur nächsten durch Verminderung des 
Index um eine bestimmte Zahl vermittelt wird, kommen im Folgenden 
häufig vor, und es erscheint fttr diese Functionen, — die ich gelegentlich 
kurz c-Functionen nennen werde — , eine abkürzende Bezeichnung vortheil- 
haft; ich setze 



(9.) 



«i. 


Ci, Ci, . . . 


Ci.-*. 


Ci,-a, ci^-8, • • • 


• • 


Ci,-3, Ci,_a, . . . 



= c 



0, *., *„ 



« • • 



die Subtraction von je zwei untereinanderstehenden Indices giebt also den 
Index des betreffenden Elements der Diagonale. Jede solche c-Function 
ist eine symmetrische Function der t, denn die c sind es; sie ist auch eine 
homogene Function der t von der Dimension 

wie man sich in bekannter Weise leicht überzeugt. 
Wenn ausserdem noch 

SO erhält die zu untersuchende Function die definitive Gestalt 

(L) Z = ^Ba,,a,.,.a^^r^ n—ß,, n—ß, + i, . . . m-ß, 

0» Ä — Ä» . • . ßm-^l-n — ßi 
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Dieselbe soll verglichen werden mit der Form 

(11.) Z = -^-^y«,y„-.yn-i''ro.yi.-«yfi-i? 

in welcher 

eine Summe bedeutet, deren Glieder aus tf • ^» . . . tj"-^ durch die verschiedenen 
Permutationen der Exponenten y entstehen, und A der zugehörige Factor 
sein soll, also eine ganze Function der a, resp. im allgemeineren Falle der 6. 
Die Anzahl der Glieder in (I.) ist, da für die a alle verschiedenen 
Combinationen der Zahlen 0, 1, ... m zu je n zu nehmen sind, 

(m+l)m(m— 1)...(m — n+2) ^ 
1.2.3. ..n ' 

ebenso gross ist die Anzahl der Glieder in (11.); denn der höchste Ex- 
ponent, den in Z irgend ein t haben kann, ist m— « + 1, und es werden 
daher so viele Glieder in (11.) vorhanden sein, als man die Zahlen 
0, 1, ... m — «+1 mit Wiederholung zur ii*ön Classe combiniren kann. 

Jedes C sowohl, wie jedes T ist eine symmetrische und homogene 
Function der t Für eine bestimmte Combination der a ist die Dimension 
der zugehörigen Function C 

oder wegen (8.) 

«0 + «l + **'+«n-l 2 ' 

In (I.) wird also der Theil von der Dimension fi von allen Gliedern ge- 
bildet, für welche 

ist In (IL) giebt es soviel Glieder von der Dimension fiy als man die 
Zahlen 0, 1, 2, ... nt— n+1 mit Wiederholung zur Summe fi combiniren 
kann: beide Ausdrücke (L) und (11.) enthalten demnach die gliche Anzahl 
Glieder von der Dimension ^*). 

Im besonderen Fall von Borchardts Function ist in allen vorauf- 
gehenden Formeln 2n— 2 statt m zu setzen, und jedes C ist eine Deter- 
minante vom Grade «—1. 



*) EuUr, Introductio cap. XVI §. 315. Einen einfachen Beweis dieser Behauptung 
kann man auch entnehmen aus Serret, cours d^algöbre supärieure 1 1, no. 65 ^ der 
Uebers. v. Wertheim, Leipzig 1868, S. 118). 

28 • 
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2. Die Functionen C. Um die Form (I.) von Z in (11.) Überzuführen, 
haben wir irgend eine c-Funetion in ein Aggregat von Gliedern der Form 



JV T 



zu verwandeln, wo N ein reiner Zahlenfactor. Weil 



0, 8„ 8 
eine homogene Function der t ist, folgt 

(11.) " * 



t> 



• • • 



JV. 



öy.+yi+~+y»-i C 



dty*dtY*...dtynr-i 



t,=0,t,=0^t^=rO 



wobei natürlich, falls irgend ein y Null, der Ausdruck 

gleich 1 zu setzen wäre. 

Die mehrfachen Differentiationen der Determinante C, die wir 
colonnenweise vornehmen wollen, lassen sich in unserem Falle recht ein- 
fach ausfuhren; denn da jedes c eine lineare Function von jedem einzelnen 
t ist, darf keine Colonne mehr als einmal nach demselben t differentiirt 
werden — anderenfalls würde ja das betreffende Glied des Differential- 
quotienten den Werth Null haben, weil alle Elemente einer Colonne ver- 
schwinden — : Man erhält demnach, wenn man yo-nial nach ti differentiirt 
hat, eine Summe von Determinanten, in deren jeder yo Colonnen einer ein- 
maligen Differentiation unterzogen sind; und zwar kommt jede Determinante, 
in welcher bestimmte /u Colonnen differentiirt sind, genau /o!-mal als 
Summand vor. Bezeichnet man nun mit 

die Summe der Combinationen von 

^«+1? tj(^2) • • • tu (^aiso ohne tj, 12, • • • t^} 
ohne Wiederholung zur A*®° Classe, so kann, weil 

•^^cLr und c: = 

ist, gefolgert werden : Wenn die /„-fache Differentiation von C nach ti aus- 
geführt und ti = gesetzt ist, so besteht 






dr^C 



öty- 



t,=o 



aus einer Summe von Determinanten 



X' X' X' 
0, S„ J„ 



• • • 



• • • 
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die ganz ähnlich ans den c' gebant sind wie C ans den c; in allen diesen 
Determinanten sind die Zahlen 0, ^i, ^29 ••• dieselben wie in C, dagegen 
shid je yo von den Zahlen ^j, %i, ^, ... nm Eins kleiner als die ent- 
sprechenden Zahlen l; jede so gebildete Zahlenreihe ii, X[^ Ai, . . ., welche 
nicht gleiche Zahlen in sich enthält, liefert ein Glied der in Rede stehenden 
Snmme. 

Die Fortsetzung dieses Verfahrens flir die übrigen Variablen giebt 
nns schliesslich für Ny^^yu-^^^^^ ein Aggregat von Determinanten, deren jede 
ans Elementen Eins und Null gebildet ist; und zwar steht eine Eins überall 
da, wo nach der letzten Differentiation c^ (eigentlich cj"^) sich ergab, an 
jeder anderen Stelle steht Null. Keine Colonne, keine Zeile kann mehr 
als eine Eins enthalten: daher muss jede derartige Determinante den Werth 
1, oder —1 haben. 

Aber es gilt der Satz: 
(12.) „C ist identisch Null, wenn irgend ein X kleiner als das zuge- 
hörige d; femer nimmt jedes C, falls alle t verschwinden, den 
Werth Null an, wenn irgend ein l grösser als das betreffende J, 
dagegen den Werth Eins, wenn jedes l gleich J." (^0 = ein- 
geschlossen.) 
Denn es sei h^^h* dann sind die Indices der Elemente, welche 
in den h+1 ersten Colonnen die (A+1)*® und die folgenden Stellen ein- 
nehmen, sämmtlich negativ; diese Elemente verschwinden und die Deter- 
minante ebenfalls. Femer sei Ik > ^a- dann sind die Indices aller Elemente, 
welche in den A+1 ersten Zeilen die (A+1)^ und die folgenden Stellen 
einnehmen, grösser als Null und diese Elemente verschwinden also, falls 
sämmtliche t Null werden: somit verschwindet auch die Determinante. Ist 
dagegen jedes 1,^=:^,^^ so reducirt sich die Determinante auf das Anfangs- 
glied und hat daher den Werth Eins. 

Hienach resultirt zur Bestimmung von ^^y„y„..y,_| die Regel: 
(13.) „Unter den Zahlen il,,, iLi, il,, ... vermindere man auf alle mög- 
lichen Arten je yo um eine Einheit und unterdrücke alle Resultate, 
die entweder gleiche Zahlen in sich enthalten oder bei denen irgend 
ein X kleiner ist als das betreffende J; in jeder der übrig geblie- 
benen Zahlenreihen vermindere man wieder je y^ Zahlen um eine 
Einheit auf jede mögliche Art und lasse abermals jene unbrauch- 
baren Resultate fort; wenn man dieses Verfahren fortsetzt, bis alle 
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y berücksichtigt sind, so ist die Anzahl der brauchbaren Schluss- 
resultate gleich der Zahl ^y.,y,....y^.i-" 
Im Allgemeinen wird es vortheilhaft sein , die Operation mit dem 
grösseren y stets zuerst auszuführen. — 

SpecialföUe der c-Functionen sind die Combinationen der c, welche 
in der oben angeführten Abhandlung Cayley& betrachtet werden*); nament- 
lich erweisen sich drei dort angeführte Sätze **) als allgemeine Eigenschaften 
aller c-Functionen. Denkt man sich nämlich in jedem ry^,y„..y,_i die Indices 
nach der Grösse absteigend geordnet und stellt man in der Entwicklung von 

C 



• • • 



0, 5,, s^ ... 

nach den Functionen T immer die T mit grösserem y«, unter denselben wieder 
diejenigen mit grösserem yi voran u. s. w., so hat man als einfache Zusätze 

zu (13.): 

(13\) Die Anzahl der y muss mindestens ebenso gross sein als die 
grösste unter den Differenzen k—d, und die Anzahl der von Null verschiedenen 
Differenzen l-^d muss mindestens gleich ^u sein, wenn das betreffende T in der 
Entwicklung von C vorkommen soll. 

(13\) Schreibt man in eine Zeile Vmal die Zahl 1, in eine zweite 
Zeile Ai— cT| , in eine dritte ^— (^2 Einheiten u. s. w., und zwar, von der ersten 
1 beginnend, stets der Reihe nach 1 unter 1, soweit es angeht, und 
addirt man sodann colonnenweise, so geben die Summen der einzelnen Co- 
lonnen die Indices yoj ^i, ... y^^i des AnfangsgUedes in der Entwicklung 
von C an. 

(13^) Der Zahlenfactor dieses Anfangsgliedes ist der Einheit gleich. 

Analog (13*.) könnte man die Aufsuchung von Ny^y^^^,y^_^ im allge- 
meinen Falle auf Permutations- und Combinationsaufgaben zurückführen. — 

In dem Falle der Borchardtoolieii Function kommen in der Form (L) 
von Z nur solche C vor, bei welchen je zwei aufeinanderfolgende l sich 
um Eins unterscheiden. Hieraus folgt z. B., dass in der Reihe der Zahlen 



*) Fttr die wirkliebe Entwicklung solcher Combinationen der c in Aggregate der 
T ist es indessen geschickter, sie nicht in DeterminanteDform zu schreiben, sondern 
direct die Beihe der Indices nach den Vorschriften von (13.) zu bebandeln, ohne je- 
doch irgend ein Resultat als unbrauchbar fortzulassen: biedurch kann man jede Zahl, 
die man aus Cayleyn Tafeln zu entnehmen wünscht^ auf sehr einfache Art prüfen. 

**) First Bestriction p. 490, Theorem und Second Bestriction p. 491. 
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Ä«, Ai — ^1, il2— ^2j ••• nie eine kleinere der grösseren voraufgehen kann; 
femer dass nach der ersten (yu-fachen) DiflFerentiation stets nur eine Deter- 
minante übrig bleibt Ausserdem erwähne ich für diesen Fall noch die 
folgenden Zusätze zu (13.): 
(13^.) „Es ist 

C 



(i-1)! 



0, k, X+i, . . . Ä+A— 2, Ä+A, . . . 

falls f die Zahl der von Null verschiedenen Indices y bedeutet Der Zahlen- 
factor ist Eins, wenn i = 1 oder t = i." 

Der Beweis kann durch DiflFerentiation geführt werden: Wir sehen 
nämlich, dass jede der Zahlen i+1, A+2, ... X+h—1 nur um etite Einheit 
zu verringern ist und dass keine von ihnen früher um diese Einheit ver- 
mindert werden darf, ehe nicht dasselbe bei allen voraufgehenden geschehen 
ist; daher kommt es nur auf den Werth des ersten Index an und, indem 
wir auch nur diesen hinschreiben, erhalten wir nach x-facher DiflTerentiation 
den Ausdruck: 

und nach t-facher DiflFerentiation verschwinden hierin nach (12.) alle Glieder, 
bei denen dieser erste Index nicht Null ist, und das eine C, in welchem er 

Null ist, wird Eins: Somit hat in der That Ty ^ v. , jenen Factor ^, \ZJ' ^x. ■ 

Dasselbe könnte man durch eine zu (13^.) analoge Betrachtung finden. 
Schreibt man nämlich in irgend welcher Reihenfolge in die erste Zeile k 
Einheiten und t— il Nullen, in jede der folgenden je eine 1 und »— 1 
Nullen, so wird 'zu untersuchen sein, auf wievielfache Art diese Zahlen 
so angeordnet werden können, dass die Summen der einzelnen Colonnen 
der Reihe nach die Zahlen yo? y^ ••• y»-i ergeben. Dabei ist indessen 
(damit nicht einige C mit gleichen Colonnen berücksichtigt werden) die 
folgende Beschränkung zu beachten : Theilt man durch einen vertikalen Strich 
eine beliebige, flir jede Zeile gleiche Anzahl von Stellen ab, so darf in 
keiner Zeile links von diesem Strich eine geringere Anzahl von Einheiten 
sich befinden als in irgend einer der folgenden Zeilen. Demnach muss die 
erste Zeile mit 1 beginnen, die übrigen t— 1 Zahlen können beliebig 
permutirt werden; für die folgenden Zeilen ist aber die Anordnung eindeutig 
durch die der ersten Zeile bedingt; denn zunächst müssen alle folgen, die 
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mit 1, 0, 0, . . . beginnen, dann alle, die mit 0, 1, 0, . . ., dann diejenigen, 
die mit 0, 0, 1, . . . anfangen, u. s. w. Die gesuchte Zahl N ist daher der 

Anzahl jener Pennntationen gleich, d. h. = n^i\ir im * 

(13*.) „Unter der Voraussetzung, dass jedes von Null verschiedene 
y grösser als eins ist, hat die Function 5ry^,y,_y._i in der Entwicklung von 

c 



0, X-8, l+i, 



• • • 



• • 



zum Coefficienten die Zahl 



x\(i—iy.ai(i-ay. ' 



Unter der Voraussetzung, dass jedes von Nnll verschiedene y gröner ab 
swei ist, hat die Fonction 7V«-r.-i ^ ^^^ Entwicklung von 

^i, X+i, X+2, X+3, 
0, X-S, X-t, X+2, 

znm Coefficienten die Zahl 

(i+l)\i\(i-iyi(X-3XX-eXi-i) 



• • • 



u. s. w. 
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(x+iy.(i-xy.(8+iy.(i-dxt+mi-t)\ 

(13^.) „Die Berechnung aller Zahlenfactoren in der Entwicklung 
von c-Functionen der vorgenannten Form lässt sich auf jene einfachsten 
Fälle zurückführen." 

Die Beweise könnten wohl auch durch Differentiation geführt werden; 
schneller indessen führt folgende Ueberlegung zum Ziel: Es ist 

C, , . . , . « = Cl.Cg^^^ ,^2 -^»'^x+i, X+2, 

0, S+i, ... 0, A+1, 

Nun sei für irgend eine Function T, welche nach den früheren Regeln 
in C vorkommen kann, « die Anzahl der von Null verschiedenen Indices, 
i'i die Zahl derjenigen unter ihnen, die grösser als Eins sind. Denken wir uns 

C 



X, X+l, A+2, 
0, X-8, X+i, 



• • • 



• • • 



• • • 



S+i, 8+2, 
0, d+i, 

volUtllndlK in Clliodor von der Form iV.ti''tr...ö;"-' aufgelöst (also nicht die 
Fuu<iti<n)(ni 7 KUMHnunongefasst), so hat jedes dieser Glieder einen Zahlen- 
fiiotor, dor iuw\\ (UV.) allein von der Anzahl der von Null verschiedenen 
iCx|>oii»ntoii ubhttugt Um zu erfahren, welche Summanden aus dieser Reihe 
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• • • 



• • • 



in dem Product 

0, a+1, 

zu einem bestimmten Gliede iV.tr"tf*...ty"-itl^!j.i...tf»-i beitragen, ziehen wir 
von der Zahlenreihe yo? ^i? ••• y,,-i, y.-, ... y,-i (absteigend geordnet) eine 
andere ab, welche X Einheiten und i—l Nullen in irgend einer Reihenfolge 
enthält; jede neue Reihenfolge fUhrt auf einen neuen Summanden von C, 
welcher in jenem Producte zu dem in Rede stehenden Gliede beiträgt, und 
haben wir aUe verschiedenen Reihenfolgen berücksichtigt, so kennen wir 
auch alle Glieder, die einen Beitrag liefern können. Sind nun z. B. i— A 
Einheiten von den ersten t'i Zahlen abgezogen, so bleiben also h Einheiten 
von den »— »i übrigen abzuziehen, und die nach der Subtraction entstandene 
Zahlenreihe enthält i— A nicht verschwindende Indices. Bezeichnen wir mit 

Pf, den Binomialcoefficienten ^^^"~ j',. l ^ und setzen fest, dass />o = 1 

sein soll, auch wenn p = ist, und dass /?a = für ein negatives h, so folgt 
wegen der Symmetrie der hier betrachteten Functionen aus den vorauf- 
gehenden Bemerkungen: In der Entwicklung von 

C 



ist der Zahlenfactor 



Ä, A+1, i+2, 

0, x^d, x+i, 



• • • 






(»i)a-A 



(i-l-A), 



Entsprechende Betrachtungen führen auch zu allgemeinen Ausdrücken für 
irgend einen Zahlenfactor N in der Entwicklung von 

^i, A+1, i+2, Ä+3, . . 
0, A-J, X-i, X+2, . . 

doch resultiren hier noch weit complicirtere Formeln: jedenfalls indessen 
lässt sich auf diesem Wege der Fall, dass z. B. A Elemente der Diagonal- 
reihe von C einen Index haben, der grösser als eins, vollständig erledigen, 
sobald die voraufgehenden — wo die Anzahl solcher Elemente A — 1, A —2, • . . 2, 1 
beträgt — absolvirt sind. 

Tritt in der letzten Gleichung die Annahme hinzu, d(M8 t'i = i, so wird 



N 



is (t-l)a 
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yo Yi^i 



t!(t-l)!CA-J) 
A!(t-A)ia!(t-5)! 



29 



222 Koitka, über Borchardlt Function. 

Ferner wird in der Entwicklung von 

^li, i+i, x+2, i+3, . . .1 
[o, i-d, i—i, i-1-3, . . .1 
der Zahlenfactor einer solchen Function T, deren Indicea 8änuntlich grOse 
als zwei und, gleich 



'1+1 
'J+. 



(••-l)l+ 



(*+l).H 



•l+l 
'J+1 



(*+<)!i!(*-')l 

(>+l)l(i-l)l(J+i)!Ci-J)l(.+l)l(i-.)l 



(•■-l)i„| 

(••-1U.I 
1 -1 i' 

1 -e «' 



L 



_ (i+i)li!(i-l)!(A-3)(A-0(3-,) 
(A+])!(i_i)!(5+1)!(i_i)!(,+l)t(i_,)t- 

Analoges folgt ftir die compUcirteren Fälle. 

Da somit der Versach, den Zablen&ctor N wirklich als Functi« 
der Indices y auszudrücken, nur in wenigen Fällen zu Formeln führt, welcl 
znr Berechnung geeignet sind, so wird als allgemeine, alle Fälle umfassem 
Kegel (13.) festzuhalten sein: Die dort vorgeschriebenen Operationen su 
auch in praxi weit einfacher auszuAihren, als es auf den ersten Anbli< 
scheinen könnte, und jedenfalls führen sie bedeutend schneller zum Zi 
als die Entwicklung der Determinanten C auf gewöhnlichem Wege, wenij 
stens sobald man nicht die Cat/ley%chen Tafeln benutzen will oder kann. 

Die hier angestellten Betrachtungen bilden die Ergänzung zu d 
Bd. 81. S. 284 angegebenen Kegel, welche umgekehrt jedes T dfirch 
Functionen ausdrücken lehrt — 

Wenn wir die Form (I.) von Z in die Form (II.) vollständig umformi 
wollen, müssen wir die vorhin dargelegte Rechnung für ^ )m...{m—n+. 
Functionen C durchführen; eine bedeutende Vereinfachung erhalten wir ab 
durch den Satz: 

(14.) „Wenn 

to, S„ S„ ... 5y-\ 
ist, und man setzt 



für A = 1, 2, . . . y 
(wie immer d„ = = S'„\ 
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80 ist: 



X' X' X' 

*o) '^i> '^a» 

0, a;, «;, 



• • • 









die Zahlencoefficienten N sind in beiden Gleichungen dieselben.^^ 

Der Beweis ist leicht: Setzen wir flir den Augenblick die Summe 



der Combinationen von 



t ^ t ^ 



i 



• • • 



ohne Wiederholung zur hS^^ Classe 



gleich Ca, nennen ® die Function, welche durch Substitution von — fttr 

ti, ..• -7- für t, aus C, und % diejenige, welche durch die gleiche Sub- 
stitution aus T entsteht, so ist 



«• i> • • • Ay.^ 

0, ^,, ... dy^ 



= SK 



.% 



/•»•••y»— l* /<»*•• Xn—l' 



Nun ist aber 

C* = (tit2--»tn) •C^^j^i 

ziehen wir also aus allen Zeilen von S den Factor (titi...!,)*^ heraus, 
und schreiben die Determinante so um, dass die erste Zeile und die erste 
Golonne zur letzten, die zweite zur vorletzten u. s. w. wird, so folgt: 






• • • 



• • • 






^«•-ly-l+* ^«-ly-2+^i 



^«-^v-l 



^*l-iy— 2 






— -^^y.-.yi.-i'^y«».-y«-i*(*it2- ••*»)' 



Hieraus ist die obige Behauptung ersichtlich. 

Speciell fttr den Fall der Borchardt^chen Function ergiebt sich 
daraus: Die Entwickelung der C in Ausdrücke von der Form SNT giebt 
für die 

Ote, Ite, 2te, ... (<!^-iy^ 

und resp. die 

ll(«-l)te, („(„_l)-l)te, („(„_!) _2)f, . . . (jfcH+l)*" 

Dimension ganz entsprechende Resultate: Wenn nämlich d^ Factor von 



Ä««-„_.,_, den Werth hat 



JSN.T 



y»iyif— yn— i' 
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80 hat derjenige von -B2»-2-a^„2i— 2-a,_2^2i-2-«. den Werth 

WO die Zahlencoefficienten N in beiden Fällen dieselben sind. Bei den Aus- 
drücken von der 2 Dimension können auch einzelne C aus anderen 

durch die eben besprochene Substitution hergeleitet werden, die meisten 
aber nicht, weil sie dadurch nur in sich selbst transformirt werden. — 
CayleyB Tafeln, die bis zur zehnten Dimension berechnet sind, würden 
demnach zur Entwickelung der Borchardt&chen Function ausreichen, so lange 
f{t) den fünften Grad nicht übersteigt. 

3. Berechnung der B. SchlussformeL Für die EIntwickelung von 
BorchardU Function wird noch die Auswerthung der B erfordert Es ist also 

(4^) m=2n-2 und 6^ = (^ + 1- 2A) a^+i»* ; 
daher 

B. 



(ib.)i 



(«0 +l)öa.+i («0 -1)««. ...(«ü +l-2Ä)aa.+,.A ...(«o -2ii+3) a^^^., 



Jedes B ist eine ganze Function der Coefificienten von f{t)j und falls man 
dieselbe in ein Aggregat von Gliedern der Form 

(16.) ilf.a5*af...a;" 
entwickelt, wo M ein Zahlenfactor, so ist: 

^0+^1 H hXn = n, 

(l6^) <^^^ 

O.Xo+l.Xi + "'+n.x^ = a,j + aiH hcc^^i+yg— ^ g 

Auch lässt sich leicht darthun, dass x^ nie Null ist, d. h. dass jedes B den 
Factor a, enthält. Man hat nämlich 

i .•-f(«+l-2ii)a„+i_,.a, = für a = 0, 1, 2, .. . 2ii-2; 

denn es ist 

(17^) (a+l-2A)a„+,_,.aÄ+(«+l-2A')a„+i_,,.a,, = falls A' = a+1-Ä 

und für jedes Glied auf der linken Seite von (17.), das nicht schon von 
selbst verschwindet wegen «.^ = 0, a^^n = 0, findet sich daher ein ihm ent- 
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gegengesetzt gleiches. Multiplicirt man demnach in der Determinante (15.) 
z. B. die letzte Colonne mit a»_i und addirt die resp. mit a^.,, a»_3, . . . o,, 
mnltiplicirten voraufgehenden Colonnen dazu, so erhält in der so transfor- 
mirten Determinante vom Werth a^.i.B irgend ein Element der letzten Co- 

lonne die Form (2« — a— l)a„^.,_^.an: also ist — ^^ — und daher auch' 



On 



B 



On 



eine ganze Function der a. — Die ganze Function — ist ein Aggregat 

von Gliedern aus je «—1 Factoren a, deren Indices eine Summe genau 
gleich der Dimension der zugehörigen c-Function ergeben. 

Kommt es darauf an, sämmtliche B in der Function Z in entwickelter 
Form durch die a darzustellen, so wird diese Rechnung wesentlich gekürzt 
durch den Satz: 

(18.) „Wenn man bei Borchardts Function in dem Ausdruck 

jedes Of, durch a..j^ ersetzt, so erhält man den Werth von 

.1? ^^ 



On 



Um denselben zu beweisen, sei 

1 

— ^a,,«,^^,_i = 5 (Oü, «1 , . . • ö«) ; 

dann ist, indem man gleichzeitig die Determinante n^^ in eine (fi+l)*®^ Grades 
verwandelt: 

fy(a»,a^i,...ai)) 
(oo +l)a«.a.-i -(«ü +l-2A)a^«^+;k_, ...(a,, +3-2fi)a2^2-ao («o +l-2ii)a2«-i.. 

a. (an-i+l)ön.«^,-i---(«i..i+l-2A)a^a^_j+A.,...(a^,+3-2ii)a2n-2.a„.i(««.i^ 

... ... 1 

Multiplicirt man nun die Colonnen der Reihe nach mit a„, a,«i, . . . o« und 
addirt zur ersten alle folgenden, so wird: 

5(a,,a,_i,...aü) 

Oo (Oü -l)a«-«. ...(«ü +3-2») 02,-2-«. («0 +1-2») 02,-1-, 



1 



^0'^ 



a,_, (0,-1-1) On^a^^i • . . («,-1+3-2«) 02,-2-a,_i(a«-l+l-2») 02,-i-a,_, 

Oü ... 1 



M 
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wobei 

•••+(« + 1—2«) Ojn- l-a Oü. 

Ebenso aber wie bei (17.) findet auch in diesem Ausdruck für a jedes Glied, 
das nicht an sich Null ist, ein ihm entgegengesetzt gleiches, und die Deter- 
minante reducirt sich auf das Product von (— l)*ao in eine Determinante vom 
uten Grade; kehrt man letztere um, so dass die letzte Zeile und Colonne 
zur ersten, die vorletzte zur zweiten u. s. w. wird, und multiplicirt man end- 
lich jede Colonne mit —1, so erkennt man, dass in der That 

wie behauptet wurde*). 

Somit kennen wir (vergl. § 2) die ganze Entwicklung unserer Function 
Z in der Form (II.), sobald wir sie für die Theile von den niedrigsten Di- 
mensionen bis einschliesslich der ^ g"" ^ oder für die von den höchsten 

Dimensionen, von der Z^ aufwärts, gefunden haben. Di6 Grössen — , 

bei welchen die Summe der Indices in jedem Gliede gerade gleich — ^ — ^ ist, 

gehen, wenn jedes a* durch a^^j, ersetzt wird, gegenseitig in einander über. 
Mehrere B sind leicht in einfacherer Form anzugeben; ich erwfihne 
namentlich 

woraus eine ähnliche Formel für solche B folgt, bei denen die Reihe der 
Indices mit 0, 1, 2, . . . beginnt, z. B. 

Äo,i,2,..,-2,,+i = (»-l)!(«-2)a|5"''a2a,, u. s. w. 

Für die allgemeine Entwicklung von B lässt sich eine Controle durch ähn- 
liche Betrachtungen angeben, wie sie in d. J. Bd. 81, S. 284 f. (§ 3 d« Abhdlg.) 



*) Diese Eigenschaft von B könnte auch aus der andern Form der Jfforc&ardfschen 
Function geschloBsen werden: 

e = 2 ^ 

(tj — a?AXt,--a;,) . • • (in—x^) 
(wo fQr xh^ Xi, . . . Xp die verschiedenen Permutationen der Wurzeln von f(t) =: zu 
setzen sind): man untersuche, was aus wird, wenn jedes t und jedes x durch s^en 
reciproken Werth ersetzt wird, und nehme hinzu den am Schluss des § 2 erwiesenen 
Satz (14.). 
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angestellt sind. Durch die Zahlen 0, 1, ... «—1 werden die Colonnen, 
durch cfo+1, «1+1, . . . cf^i+l die Zeilen von 5 charakterisirt; durch Addition 
der Indices der a (in einer bestimmten Combination, die ein Glied der Deter- 
minante sein soll) müssen letztere aus ersteren entstehen. Seien nun ^i, ^2, ... ^p, 
aufsteigend geordnet, die Zahlen aus der Reihe 0, 1, ... «—1, welche nicht 
als Zeilenindices vorkommen, i/j , ija , ... rj^ (natürlich von gleicher Anzahl) 
die Zeilenindices, welche nicht in der Reihe 0, 1, ... »—1 enthalten sind: 
dann müssen die t] aus den e durch Addition der von Null verschiedenen 
Indices der a entstehen. So oft dies bei bestimmten Indices der a geschehen 
kann, so oft kommt die betreffende Combination als Glied der Determinante 
vor; jede verschiedene Reihenfolge der Summanden einer Gruppe — (die 
h^^ Gruppe hat zur Summe ^a — O — giebt eine neue Erzeugungsart, aber 
jede Gruppe ist abzuschliessen, sobald eine Zahl oberhalb n— 1 durch Addition 
erreicht ist. Wenn nun auf eine dieser Arten aus der Reihe 

0, 1, 2, . . . fi-1 
die neue 

7 1 7 1 7 1 • • • / 

hergeleitet ist, so enthalten die 7 alle Zeilenindices und jedes / ist aus der 
darüber stehenden Zahl durch Addition des Index irgend eines a entstanden, 
d. h. dieses a ist aus der Zeile entnommen, welche durch das betreffende y, 
und aus der Colonne, welche durch die darüber stehende Zahl repräsentirt 
wird. Bezeichnet man nun mit q die Anzahl der Inversionen der 77, die 
doch in irgend einer Reihenfolge unter den y vorkommen, und mit q die 
Anzahl der von Null verschiedenen Indices der a, so folgt genau wie a. a. 0. 
und mit Beachtung des Baues der Determinante ß, dass das betreffende 
Glied den Factor hat 

(_ l/^-"^'^-^'-^•-^'^'-^^y'(/'-2) 0""-4) . . . O-^-) -2« +2). 
Indem man dann alle möglichen Arten berücksichtigt, wie bei denselben 
Indices die Reihe der 77 aus derjenigen der e, resp. die Reihe der y aus 
0, 1, . . . «— 1 entstehen kann, ergiebt sich der Zahlenfactor der betreffenden 
Combination der a in der Entwicklung der in Rede stehenden Determinante. 
Zum Schluss gebe ich die Entwicklung von Z in der Form (11.) für 
die Glieder der fünf niedrigsten (also auch für die der fünf höchsten) Di- 
mensionen *) : 

*) In den Formeln des Herrn Fad de Bruno (dieses Journal Bd. 81 S. 218) ist ein 
Druckfehler: für n = 2 muss im Zähler von & das letzte Glied 2ac lauten. 
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— = «!a|;-'+(n-l)!(«-l)a,r'a..r,+ (f»-l)!(«-2K-'a2.T, 

Oft 

+(«-2)!2ariaua,+ i?=l^?=^«, j r... 
+(«-l)!(«-3)ar'a,. T,+ (n-2)\äf\Sa^+ («-2)'aA| T,,, 
+(«-3)! 3! a5-*|-aSa,4-(«-2)aua.a,+ ^""^^'g/s""^^ ^! ''m.» 
+(«-l)!(«-4)a||-'a,.r«+(ii-2)!2a,r'J2a^,+^??=^^^a,a,JT,., 
+(1.-2)! 2o5-»{2a^,+a.a3+ ^"-'^X-S) ^] j,^ ^ 
+(«-3)! 2oS-* j-4flSo,+(3«-8)aua.a3+(«-2)o„e^+(«-2) ("-^Xn-S) ^,^j j,^^^ 

+(«-4)!4!ai5-|«^.-(«-3)aSfl.«,+^-??=?^Wxa^ 

+ etc. 

wobei, wie oben, dem Zeichen i! für t = der Werth Eins beizulegen ist 
Die Untersuchung hat nicht zu dem allgemeinen Bildungsgesetz der 
Form (U.) von Z geführt, sondern hat nur Regeln geliefert, welche für jeden 
gegebenen Fall die Rechnung übersichtlich gestalten lassen, und welche 
namentlich es möglich machen, den Factor einer bestimmten Function T 
im Werthe von Z ohne Kenntniss der ttbrigen Glieder zu ermittehL 

In der That aber erscheint die Form (L), in welcher das Bildungsgesetz 
klar zu Tage tritt, für Betrachtungen von allgemeiner Natur geeigneter: 
die in ihr auftretenden Functionen C sind für weitere Rechnungen mindestens 
ebenso brauchbar als die Functionen T. Insbesondere gestaltet sich die 
Multiplication zweier c-Functionen weit einfacher als die zweier T; denn 
es ist 



.C 



= C 



0, J,, ... J«_i, 



mj • • • ^m+p— 1 



m ' 

^0' ^IJ • • • ^ro— 1 A*o» A*i» • • • f*/»-i 

0, dj, ... d^^i 0, «j, ... £p-i 

falls man setzt: 

^m+A = »+l+^m-i+^A-A^/ flir Ä = 0, 1, a, ...p-1 

^m+A = « + l+^m-l+«A-^i («(1=0); 

in der rechts stehenden Determinante verschwinden nämlich die p letzten 
Elemente der tn ersten Zeilen. 

Will man allerdings Borchardt^ Function nach fallenden Potenzen 
der t entwickeln und einen bestimmten Coefficienten der Entwicklung 
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angeben, dann wird die Umformung von (I.) in (IL) nothwendig sein. Zur 
Ausführung einer solchen Entwicklung wird mit Vortheil die Gleichung 

_L _ * (-iy(n-i,n,...n+h^2) 
f(t) " T* äjt«-^* ' 

welche aus Bd. 81 dieses Journals S. 281 ff. sich ergiebt, zu verwerthen sein. 
Doch muss ich darauf verzichten, dies hier weiter zu verfolgen. 

Insterburg, den 9. October 1876. 



Journal für Mathematik Bd. LXXXU. Heft 3. 30 



230 



lieber das Pfbfßcbie Problem. 

(Von Herrn Frobenius in Zttricb.) 



Einleitung. 

Uas Pfaff^che Problem ist nach den Vorarbeiten Jacobi^ (dieses Journal 
Bd. 2, S. 347; Bd. 17, S. 128; Bd. 29, S. 236) hauptsächlich von Herrn 
Natani (dieses Journal Bd. 58, S. 301) und von Clebsch (diesem Journal Bd. 60, 
S. 193, Bd. 61, S. 146) zum Gegenstand eingehender Untersuchungen ge- 
macht worden. In seiner ersten Arbeit führt Clebsch die Lösung der Aufgabe 
auf die Integration mehrerer Systeme homogener linearer partieller Diflferen- 
tialgleichungen zurück mittelst einer indirecten Methode, von der er später 
(Bd. 61, S. 146) selbst sagt, dass sie nicht vollständig geeignet sei, die Natur 
der betreffenden Gleichungen ins rechte Licht zu setzen. Desshalb hat er 
in der zweiten Arbeit die Aufgabe auf einem andern directen Wege ange- 
griffen, aber nur solche Differentialgleichungen 

Xidxi'\'X2dx2 + "*+XpdXp = 
behandelt, für welche die Determinante der Grössen 

^''^ "" dXß dXa 

von Null verschieden ist 

Es scheint mir wünschenswerth, dass auch der allgemeinere Fall, in 
welchem diese Determinante nebst einer Anzahl ihrer partialen Determinanten 
verschwindet, durch eine ähnliche directe Methode erledigt werde, um so 
mehr, als ich für diesen Fall aus den citirten Arbeiten nicht die üeberzeu- 
gung gewinnen kann, dass die für die Integration der P/a^schen Differen- 
tialgleichung entwickelten Methoden wirklich zum Ziele fuhren müssen. 
(Vergl. § 22, Anm. I, § 23, Anm. I.). Unter der erwähnten Annahme kommt 
man gleich beim ersten Schritte zur Lösung des Problems nicht auf eine 
einzige, sondern auf ein System mehrerer homogener linearer partieller 
Differentialgleichungen. Ein solches muss aber gewissen Integrabilitätsbe- 
dingungen genügen, wenn es ein von einer Constanten verschiedenes Integral 
haben soll (Vgl. z. B. Clebsch, dieses Journal Bd. 6ö, S. 2ö7). Clebsch sagt 
(Bd. 60, S. 196), in der iVatomschen Arbeit sei nicht gezeigt worden, wie 
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man von den auftretenden simultanen Systemen ein Integral finden könne, 
ein Vorwurf, den er später (Bd. 61, S. 146, Anm.) wieder zurücknimmt 
Ich vermisse aber bei beiden Autoren, falls die Determinante \aaß\ verschwindet, 
einen strengen Beweis für die Verträglichkeit der zu integrirenden partiellen 
Differentialgleichungen. 

Clebsch unterscheidet bei dem P/ayffechen Problem zwei Fälle, welche 
er den determinirten und den indeterminirten nennt. Die Bedingungen fUr 
das Eintreten des ersteren sind von Jacobi (Bd. 29, S. 242) und von Herrn 
Natani (Bd. 58, S. 316) entwickelt worden. Die Kriterien aber, mit Hülfe 
deren man jene beiden Fälle von einander unterscheiden kann, hat Clebsch 
nicht richtig erkannt. Er scheint den Unterschied in Folgendem gesucht zu 
haben: Wenn in dem System a^ß der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten gleich 2m ist (Bd. 60, S. 208), so tritt der determinirte 
Fall ein; wenn dieser Grad aber 2m+lJ&t (1. c. S. 218), der indeterminirte. 
Ich werde aber zeigen, dass in einei^eterminante, in welcher alle partialen 
Determinanten (2m +2)*®° Grades Null sind, auch diejenigen (2m +1)*®«* Grades 
sämmtlich verschwinden müssen. Wäre also die von Clebsch angegebene 
Unterscheidung richtig, so würde der indeterminirte Fall überhaupt nicht 
eintreten können. 

Die linke Seite einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
wird von Clebsch zum Zwecke der Integration auf eine kanonische Form 
zurückgeführt, die sich durch grosse formale Einfachheit auszeichnet Indem 
ich aber darauf ausging, die Berechtigung der aufgestellten kanonischen 
Formen aus inneren Gründen herzuleiten (VgL Krotiecker, Berl. Monatsbe- 
richte 1874, Januar, über Schaaren von quadratischen Formen, S. 16), kam 
ich auf eine neue Weise, das P/i»^sche Problem zu formuliren, die ich zu- 
nächst auseinandersetzen will. 

§.1. 
Neue Formulirung des Pfaffschen Problems. 

In dem linearen Differentialausdruck erster Ordnung 

(1.) aidxi+'** + a^dXn = 2adx 

seien ai , . . . a„ gegebene (analytische) Functionen der unabhängigen Variablen 
0^1 , ... x^. Da hier die Untersuchung in solcher Allgemeinheit geführt 
werden soll, dass kein specieller Fall von ihr ausgeschlossen bleibt, so 
können z. B. a«, ... a^^x Null sein, und x^^ ... Xk+i in ai, ... Ot, nicht vor- 

30» 
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kommeo, so dass der betrachtete Ansdrack in 'V^rkliclikeit nur k Variab 
enthält 

Wir tnmsformiren den Differentialansdrack (1.) dnrch Gleichnngei 
(2.) x, = <pAx\,...x:), (o = l,...ii) 
welche die Veränderlichkeit von Xi, ... x^ nicht beschränken, in denen all 
9>i) ■•• 9>, n anabhängige (analytische) FnnctioneD TOD sj , ...xi^sind. Dai 
sind anch umgekehrt 

(2*.) x; = <p;(a:.,-.ir.) 
n unabhängige Fonctionen von x^ ... x.. Setzt man 
dxg , _ dx'g 

80 ist 

(3.) dx„ = £x„ßdxß und (3*.) dx'„ = ^x'^ßdxf, 

und durch die Substitationen (2.) und (3.) geht der Differentialaasdnick (1 
in einen andern von der Form 

(1*.) a,dx',-\ \-a\dx'^ = Sa'dx' 

über, in welchem al, . . . al Functionen der neuen Variablen xi, ... x'^ sini 
während sich dnrch die inversen Substitutionen (2*.) und (3*.) der Differei 
tialausdruck (1*.) in (1.) verwandelt 

Zwei lineare DifferentialausdrUcke erster Ordnung, welche auf diet 
Weise in einander transformirt werden können, aollen äquwaient genani 
werden. 

Kb könnte allgemeiner scheinen, zwei DifferentialausdrUcke (1.) an 
n*.), in denen die Anzahl der Grrössen x derjenigen der Grössen x' nie] 
riritliwendig gleich zu sein braucht, äquivalent zu nennen, wenn es möglic 
int, »wischen den unter sieh unabhängigen Variablen x und den unter sie 
cticrifalls unabhängigen Variablen x' solche Relationen aufzustellen, Aas 
UU'.ut'mih 

(4.) Sadx = 2a' dx' 
wird. Ya läset sich aber leicht zeigen, dass zwei nach dieser Definitio 
fUjuivalcnte DifferentialausdrUcke auch stets durch Substitutionen von de 
Form (2.) und (3.) in einander übergefilhrt werden können. Denn ist etw 
df« AnKahl k der Variablen x kleiner als die Anzahl n der Variablen x 
HO fUK's nian zu den orsteren noch n— A neue unabhängige Variable hinzt 
<lli! Ifi dem I >ifferoutialau8druck (1.) nicht vorkommen. Die Relationei 



Frobenius, iAer das Pfaffsche Problem. 233 

zwischen den Veränderlichen x und x' sollen die Veränderlichkeit der 
Grössen x (und ebenso die der Grössen x') nicht beschränken. Es darf 
sich also aus ihnen keine von den Grössen x' (oder x) freie Gleichung 
allein zwischen den Variablen x (oder x) herleiten lassen. Wenn durch 
diese Relationen, unter denen p unabhängige seien, die Gleichung (4.) eine 
identische wird, so bleibt sie es auch, wenn man zu ihnen noch 
n—p andere (etwa lineare) hinzufügt. Diese kann man stets so wählen 
(am einfachsten in der Form x^ = x'ß) , dass sie zusammen mit den p ge- 
gebenen Relationen die Veränderlichkeit der n Grössen x (oder x') nicht 
beschränken. Löst man die so gebildeten n Gleichungen nach einem der 
beiden Variablensysteme auf, so nehmen die Transformationsgleichungen 
die Gestalt (2.) oder (2*.) an. 

Umgekehrt wollen wir uns nun, wenn (1.) und (1*.) zwei gegebene 
DiflFerentialausdrücke bedeuten, die Aufgabe stellen, zu entscheiden, ob sie 
äquivalent sind oder nicht, und falls sie es sind, die weitere Aufgabe, alle 
Substitutionen zu finden, durch welche der eine in den anderen ttbergeht. 

§.2. 

Die bilineare Govariaute. 

Wenn die DiflFerentialausdrücke (1.) und (1*.) äquivalent sind, und 
durch die Substitutionen (2.) oder (2*.) in einander übergehen, so muss die 
Gleichung (4.) richtig bleiben , weni^ man unter xi^ ... x^ irgend welche 
Functionen einer oder mehrerer unabhängigen Variablen u, v, ... und unter 
x'ij ... x'n die durch die Gleichungen (2*.) bestimmten Functionen derselben 
Variablen versteht. 

Es muss also 

dx _, , dj? — , dx — . , ort' 
du du ^ dv ov 

sein und daher auch 

öc V du^ du^ dv ^ ~~ dv \ du ^ du \ ör / 

oder ausgerechnet 

^ / dag daß \ dxg dxß _ ^ / da^g daß \ dxg dxß ^ 
a,ß^dxß dxg ^ du dv a,ß^dxß dxgy du dv 



Setzt man 



dXg dXg 



du "' dv 



dxu ' dxg I 
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80 können ti«^ e„, ... als ganz willkürliche, von den übrigen vorkommenden 
Grössen völlig unabhängige Variable betrachtet werden, wie man am ein- 
fachsten einsieht, indem man für Xa die lineare Function tfatf+rar+*- mit 
willkürlichen Constanten u^, ^„9 • • • setzt. Zufolge der Gleichungen (3.) 
und (3*.) sind sie mit u'^y r«^ ... durch die Gleichungen 



(5.) II« = ZXaßVlßy «« ==. ^Xaße'ßy 

r^*\ ' x» ' ' y ' (a=l, 2, ... «), 

(5*.) fl« = ^X^ßUß, Va = ^X^ßVß, 



. . 



... 



verbunden. Setzt man femer zur Abkürzung 

ra\ ^ — ^g« da/3 , _ da'g da'ß 

80 zeigen die entwickelten Formeln, dass durch die Substitutionen (5.) oder 
(5*.) nicht nur 

(7.) SOaUa = ^Ö«tta5 

sondern gleichzeitig auch 

(8.) ^GaßU^Vß = SdaßUa^'ß 

wird. Diese Gleichungen werden vermöge der Substitutionen (5.) oder (5*.) 
zu identischen, wenn die Variablen a?i, ... x^ und a:i, ... x^ und ihre 
Functionen a^y daj ^aßy ^aß^ ^aßy ^aß sämmtlich durch ti^ r^ ... ausgedrückt 
werden, also auch, wenn für ii, «, ... wieder Functionen von irgend welchen 
anderen Variablen gesetzt werden. Nimmt man nun die Anzahl der unab- 
hängigen Variablen u^ e, ... gleich n und für a?i, . . . a^^ unabhängige 
Functionen derselben, so können auch umgekehrt ti^ r^ ... wieder als Func- 
tionen von a?i, ... Xn dargestellt werden. Die Grössen «„, a„^, a?^^ werden 
dann wieder die gegebenen Functionen von x^ ... x^; die Grössen a«, 
O'aßy ^aß »bcr müsscu mittelst der Gleichungen (2*.) als Functionen von 
xTi, ... Xn dargestellt werden, damit die Gleichungen (7.) und (8.) vermöge 
der Substitutionen (5.) oder (5*.) zu identischen werden. 

Damit die Differentialausdrücke (4.) äquivalent seien, ist demnach 
die algebraische Aequivalenz der Formen (7.) und (8.) eine nothwendige 
Bedingung. Es wird sich aber zeigen, dass sie auch die hinreichende Be- 
dingung ist. 

Die Grössen tii , ... u^ und ri , ... «« bedeuten offenbar die Verhält- 
nisse der nach zwei verschiedenen Richtungen genommenen Differentiale 
der Variablen a?i, ... x^. Da also, wenn d und J Differentiale nach ver- 
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schiedeuen Richtungen bezeichnen, 

Süaßdx^Sxß = 2a^ßdXa(ixß 

ist, so soll der bilineare Differentialausdmck 

(9.) d{2adx)-d{2adx)=2:{dadx''dadx) = ^a^ßdxjxß 

die bilineare Ctwariante des Differentialansdrncks (1.) genannt werden. (Vgl. 
Lipschitz, dieses Jonmal, Bd. 70, S. 73.) 

Nunmehr zerfällt die ganze Untersuchung in zwei Theile. Zunächst 
sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die algebraische 
Aequivalenz zweier Formenpaare, bestehend aus einer linearen und aus 
einer altemirenden bilinearen Form, zu untersuchen. Sodann ist festzustellen^ 
ob weitere analytische Bedingungen nothwendig sind, damit zwei gegebene 
lineare Differentialausdrttcke (und daher auch ihre bilinearen Covarianten) 
in einander transformirt werden können. (Vgl. Christoffel, dieses Journal, 
Bd. 70, S. 60.) Bei der ersten Untersuchung ist demnach das Hauptaugen- 
merk darauf zu richten, für zwei äquivalente Formenpaare alle Substitutionen 
zu ermitteln, durch welche das eine in das andere übergeht. Deim nur so 
wird man in den Stand gesetzt zu entscheiden, ob sich unter ihnen auch 
solche befinden, welche geeignet sind, zwei Differentialausdrücke (1.) und 
(1*.) in einander zu transformiren. 

Wir schicken daher der Hauptuntersuchung zwei vorbereitende Ab- 
schnitte voraus, einen algebraischen über die Aequivalenz der oben genannten 
Formenpaare und einen analytischen über die Integrabilitätsbedingungen für 
ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. 
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l'elx^r lineare Gleichungeu und alternirende bilineare Fonnen. 

§3. 

Ueber adjangirte Systeme homogener linearer Glddiongen. 

Gegeben seien m nnabh2ngige homogene lineare Gleichiingen 
(10.) ai^^«t+-+iii^^«. = 0, Oi = 1, ... m) 
zwischen den ni^m) Unbekannten «i, ... «.. Ist 

fli»i-i hö.«. = 

irgend eine lineare Verbindung derselben, so rechnen wir sie auch zum 
System (10.)- Aach kann dies System durch m unabhängige lineare Ver- 
bindungen seiner Gleichungen ersetzt werden. Die Determinanten m^^ GradeSy 
die sich aus den Coefficienten o^^ bilden lassen, und die wegen der UnabhSngig- 
keit der Gleichungen nicht sämmtlich yerschwinden, werden bei ein» solchen 
Umformung alle mit demselben von Null verschiedenen Factor multiplicirt 

Sind Äi^ ... A^ und fii, ... B^ irgend zwd parUemläre Lösungen 
der Gleichungen (10.), so ist auch aAi + bBi, ... aA^+bB^ eine Lösung. 
Mehrere particuläre Lösungen 

A['\ . . . Ai'\ (af=l,...*) 
sollen daher unabhängig oder Denchieden heissen, wenn CiA!^^+'**+e^AS^ 
nicht ftlr a = l, .. • n verschwinden kann, ohne dass C|, ... c^ sämmtlich 
gleich Null sind, mit andern Worten, wenn die k linearen f^ormen 
j4i*^fii+— + -4i*^fi, unabhängig sind. 

Da die Determinanten m^" Grades der Grössen ojf'^ nicht alle ver- 
schwinden, so kaim man die Grössen U^''^ so wählen, dass die Determinante 



D = 



a['^ 






,(>) 



,(>»•) 



UW 



m«-m) 



von Null verschieden ist Bezeichnet man mit A^^ den Coefficienten von 
«/i'> in D, so ist 

(11.) a{^M{''>+-+a^''>J(''> = 0, C« = l,...m;v = l,...«-m), 
und daher sind 

(12.) A[''\ . . . Ai:\ iv=l,...H-m) 
n—m Lösungen der Gleichungen (10.). 
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Ist X, ... i, Q, ... a eine positive Permutation der Zahlen 1, ... n, 
so sollen die Determinante 1»*«° Grades ^±a^^^ . . • aj"*^ und die Determinante 
(n— m)^° Grades -2'+^^'^ ... A^J"'"'^ complementäre Determinanten der beiden 
Elementensysteme a^^ und A^^ genannt werden. Nach einem bekannten 
Satze ist die letztere Determinante das Product aus der ersteren in Z)""''^^ 
Die Determinanten mf'^^ Grades des Systems a^^ verhalten sich daher, wie 
die complementfiren Determinanten (»— m)*^" Grades des Systems A^^. Da 
die Determinanten m^eo Grades des Systems ai"^ nicht sämmtlich verschwinden, 
und D von Null verschieden ist, so sind auch die Determinanten (»— m)****^ 
Grades des Systems A^^ nicht alle Null, und daher sind die n—m Lösungen 
(12.) unabhängig. 

Mehr als n—m verschiedene Lösungen können aber die Gleichungen 
(10.) nicht haben. Denn sind JSJ''^ ... B^^^{v=^l^ ...n—m+1) »— m+1 

Lösungen, und ist cßi^^-\ h Cn-„,+i J?!"""*^^^ = J?„, so ist auch J?i, ... B^ eine 

Lösung. Unter den Determinanten m^^^ Grades des Systems a^^ sei etwa 
M = 2±a^i^ . . . aiT^ von Null verschieden, lieber die Constanten c^ ... c^^rn-^i 
kann man so verfügen, dass irgend n—m der Grössen J?i, ... B^ gleich 
Null sind, weil n—m homogene lineare Gleichungen mit n—m+1 Unbekannten 
<5i j • • • ^n-m+i stets eine Lösung zulassen. Macht man aber J?^+i = • • • = J?, = 0, 
so folgt aus den m linearen Gleichungen ap'^J?,+-- + af,f^J?^ = mit nicht 
verschwindender Determinante M, dass auch J?i = • • • = J?^ = ist Folglich 
sind die n — m+1 Lösungen J?{''^, ... JB^*^^ nicht unabhängig. Mithin haben 
m unabhängige homogene lineare Gleichungen zwischen n Unbekannten 
genau n—m verschiedene Lösungen, und daher haben irgend m homogene 
lineare Gleichungen zwischen n Unbekannten wenigstens n — m verschiedene 
Lösungen. 

Sind Ol , ... e„_m willkürliche Constanten, so soll 

A,=^:sc,A^:\ . . . A^=^:sc,Ai^^ 

die allgemeinste Lösung der Gleichungen (10.) heissen. Aus ihr kann jede 
particuläre Lösung erhalten werden, indem man den willkürlichen ConStanten 
bestimmte Werthe ertheilt. Sind daher i?{'^, . . . Bi'^^iv = 1, ... « — m) irgend 
n—m verschiedene Lösungen, so ist JS^"^ = Cyi-/4^^^ + -- + Cy„_„.-/4^*"'"\ und 
die Determinanten («— m)*en Grades des Systems B^J^ unterscheiden sich von. 
den entsprechenden des Systems Ai"^ nur durch den von Null verschiedenen 
Factor |c^o|- Daher verhalten sie sich, wie die complementären Determinanten 
niteD Grades des Systems a^\ 
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Bedeuten von nun an die Grössen (12.) irgend n — m verschiedene 
Lösungen der Gleichungen (10.), so sind 

(13.) ^i^>ii, + ..-+^i^>ii, = 
«— m unabhängige homogene lineare Gleichungen zwischen den Unbekannten 
fii, ... u^j und zufolge der Eelationen (11.) sind 

(14.) ai^\ ... a^> {iLi=l,...m) 
m verschiedene Lösungen derselben. Die beiden Systeme linearer Glei- 
chungen (10.) und (13.), und ebenso die Systeme ihrer Coefficienten a^J'^ 
und Ai*"^ sollen einander zugeordnet oder adjungirt genannt werden. Zwischen 
ihren allgemeinsten Lösungen besteht die Eelation 

(11*.) ai^ + ..-+önA = 0. 
Die Coefficienten des einen Gleichungssystems sind die Lösungen des andern. 
Die Determinanten m^^^ Grades des Systems a^"^ verhalten sich, wie die 
complcmcntären Determinanten («— fii)*®° Grades des zugeordneten Systems 
Ä^J^. Allgemeiner lässt sich zeigen, dass, wenn &>»— m ist, jede aus 
« — Ä «»») Colonnen des Systems a^"^ gebildete partiale Determinante 
(«— &)*«" Grades bis auf eine Potenz von D eine lineare homogene Function 
der aus den übrigen & Colonnen des zugeordneten Systems A^J^ gebildeten 
Determinanten («— m)*«" Grades ist*). 

Richtet man in dem System der n—m verschiedenen Lösungen (12.) 
der Gleichungen (10.) sein Augenmerk nicht auf die Werthe aller Unbe- 
kannten, sondern nur auf die einer gewissen Anzahl tii , ... Uj,^ so fragt es 
sich, ob auch die Lösungen 

(a.) yi[*'^ , • . . A^:^ (v = 1, . . . « - m) 

unabhängig sind. Diese Frage hat nur dann eine Bedeutung, wenn &>»— m 
ist. Die Bedingungen, unter denen alsdann jene Lösungen nicht unabhängig 
sind, ergeben sich ohne weiteres aus dem letzten Satze, lassen sich aber 
auch leicht direct ableiten. Ist A„ = £cyA^^^^ so ist ^i, ... A^ eine Lösung 

der Gleichungen (10.). Da die Lösungen (a.) nicht unabhängig sind, so 
kann man die Constanten e^ , ... c,_,„ so bestimmen, dass ^, , ... A^^ Null 
sind. Folglich genügen die Grössen A^+u ... -<i, den Gleichungen 

m <\»*+i+-+aL">ir, = C^ = 1, . . . m) 



'^) Wenn man die m linearen Formen (10.) durch irgend eine lineare Substitution 
lind dlo n — m linearen Formen (13.) durch die transponirte Substitution transformirt, 
NO rrbAlt man wieder swei Systeme zugeordneter linearer Formen. 
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und sind, weil die Lösungen (12.) unabhängig sind, nicht sämmtlich Null. 
Daher müssen in dem Elementenaystem 



«•A+i ... »n 



(y.) 



• • . 



**Jfc+l • • • «»n 



alle Determinanten (n — ky-^^ Grades verschwinden. 

Wenn umgekehrt in dem System (y.) alle Determinanten {n—k)^^^ 
Grades verschwinden, so sind in jedem System von n—m verschiedenen 
Lösungen die Werthe der ersten * Unbekannten nicht unabhängig. Denn 
unter jener Voraussetzung sind (Vgl. §. 4.) die Gleichungen (ß.) unter ein- 
ander verträglich, und daher kann man eine particuläre Lösung der Glei- 
chungen (10.) erhalten, indem man ^, = ... = ^^^ = setzt und -4^1? • • • -^n 
aus den Gleichungen (/?.) bestimmt. Da sich diese particuläre Lösung aus 
jedem System (12.) von n—m verschiedenen Lösungen zusammensetzen 
lassen muss , so können die Constanten Ci , ... c,.„ so bestimmt werden, 
dass CiJi^^-1-...+c«.^^^""'"^ für a = l, ... & verschwindet. 

§.4. 
lieber den Zusammenhang der partialen Determinanten eines Elementensystems. 

In dem nach Zeilen und Colonnen geordneten Elementensystem a„^, 
in welchem die Anzahl der Zeilen derjenigen der Colonnen nicht gleich zu 
sein braucht, sei eine partiale Determinante m^° Grades, etwa if =-2"+ aa...a„,m? 
von Null verschieden. Damit dann die partialen Determinanten (m-l-l)*®^ 
Grades sämmtlich verschwinden, ist nach einem Satze des Herrn Kronecker 
{Baltsser, Det §.4, 7; dieses Journal Bd. 72, S. 152) nur erforderlich, dass 
alle diejenigen Null sind, deren Elemente man erhält, indem man zu den Ele- 
menten von M die irgend einer Zeile und Colonne des Systems Oaß hinzufügt, 
also alle Determinanten 



►II . . • 



ölm Ol< 



... 






WO man für (> und o nur alle Paare von Zahlen, die grösser als m sind, 
ssu setzen braucht. 
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Alsdann ist 

»11 • • • «im (*n Ai + '-^ + Oi^A, 



= 0, 



»ml • • V ^mm (^ml^l+ '" + ^r^A 
öol • • • ^am ««iAH \'OanA 

als eine homogene lineare Function von Ai^ ... A^, deren Coef&cienten theils 
identisch, theils nach Voraussetzung verschwinden. {Kronecker, BtUtsser, 
Det. §. 8, 3). 

Ist nun ^1 , ... A^ eine Lösung der Gleichungen 

(«•) a^i«i+— +»;«.«» = 0, 0* = 1, ... m) 
so reducirt sich die obige Gleichung auf ilf(aai^i+---+a„„-4«) = 0. Da M 
von Null verschieden ist, so müssen folglich alle Lösungen der Gleichungen (a.) 
auch die Gleichungen 

(ß-) Oai«iH [-o«ntti. = (a=l, ...in, m+l,m+2, ...) 

befriedigen. Weil aber die m unabhängigen Gleichungen (a.) n — m ver- 
schiedene Lösungen haben, so haben auch die Gleichungen (ß.) n—m un- 
abhängige Lösungen. 

Wenn umgekehrt mehr als m Gleichungen zwischen n (I> m) Variablen 
« — m verschiedene Lösungen haben, so müssen in dem System der Coeffi- 
cienten alle partialen Determinanten (m+l)*^° Grades verschwinden. Denn 
nimmt man irgend m+1 dieser Gleichungen, so könnten dieselben, wenn 
nicht alle Determinanten (m+l)*®° Grades ihrer Coefficienten verschwänden, 
wenn sie also unabhängig wären, nicht mehr als «— m— 1 verschiedene 
Lösungen besitzen. 

Seien nun -45"^ ... -^4^*'^ (y = l^ ...n—m) irgend n—m verschiedene 
Lösungen der Gleichungen («.), also auch der Gleichungen (ß.). Greift 
man irgend m dieser Gleichungen heraus, so sind dieselben entweder un- 
abhängig oder nicht. Im ersteren Falle verhalten sich die Determinanten 
m^^ Grades, die sich aus ihren Coefficienten bilden lassen, wie die com- 
plementären Determinanten (n—my^^ Grades der Lösungen A^*'^. Aber auch 
im andern Falle bleibt dieser Satz richtig, weil dann die partialen Deter- 
minanten m^^ Grades der Coefficienten alle verschwinden. Wir ziehen 
daraus den Schluss: (Vgl. Kronecker , Berl. Monatsberichte, 1874, April, Ueber 
die congruenten Transf. etc., letzte Seite.) 

L In einem Elementensystem, in welchem alle partialen Determinanten 
(171+ 1)'^" Grades verschwinden, t er halten sich die aus irgend m Zeilen gebildeten 
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parHalen Determinanten m^^ Grades^ wie die entsprechenden aus irgend m andern 
ZMen gebildeten partialen Determinanten m^^ Grades. 

Entsprechend heissen hier solche Determinanten m^«° Grades, die 
ans den nämlichen m Colonnen (in derselben Reihenfolge) gebildet sind. 
Sind also P nnd Q zwei ans m bestimmten Zeilen gebildete Determinanten 
futeo Grades, nnd P' nnd Q' die entsprechenden aus m beliebigen andern 
Zeilen gebildeten Determinanten, so ist PQ' = FQ. Wenn daher F nnd Q 
beide von Null verschieden sind, so kann auch P nicht verschwinden. 
Daraus ergiebt sich der Satz: 

II. Kann man aus einem Elementensystem , in welchem alle partialen 
Determinanten (m+1)^^'* Grades verschwinden, m Zeilen und m Colonnen so 
auswählen^ dass weder in den m Zeilen noch in den m Colonnen alle partialen 
Determinanten m^^^ Grades gleich Null sind, so muss auch die diesen Zeilen 
und Colonnen gemeinschaftliche partiale Determinante m^^ Grades von Null 
verschieden sein. 

Dieser Satz lässt sich auch in folgender Weise herleiten. In dem 
Elementensystem a^ß seien alle partialen Determinanten (m+iy^^ Grades Null. 
Femer sei itf = -2* + au ... a,^ = 0. In den ersten m Zeilen möge sich aber 
auch eine von Null verschiedene Determinante 1»^®° Grades befinden. In 
Folge der letzten Annahme müssen alle Werthe von «i , . . . «^ , welche den Glei- 
chungen (a.) genügen, auch die Gleichungen (ß.) befriedigen. Nun kann man 
aber den Gleichungen (a.) genügen, indem man fi„.+i = ... = «^ = setzt, und 

Wi, ... fi„, aus den Gleichungen a^iUi-\ hö^m«/« = (/t = 1, ... m) bestimmt, 

die nach der Voraussetzung M = mit einander verträglich sind. Da die 
so erhaltenen Werthe auch den Gleichungen (/?.) genügen, so muss 

öai«iH t-flamW;,, = (cc = 1, . . . iw, m+1, m+2, . . .) 

sein. Folglich müssen in dem System 

«an • • • ^am (« = 1, • • • IW, »l+l, m+2, . . .) 

alle Determinanten m*«° Grades verschwinden. Sind also nicht alle Deter- 
minanten m*®" Grades in diesem System Null, so kann man daraus umge- 
kehrt den Schluss ziehen, dass M von Null verschieden sein muss, womit 
Satz n. bewiesen ist. 

Nehmen wir jetzt an, dass das System a^ß aus gleich viel Zeilen und Co- 
lonnen besteht und symmetrisch (a„ys = ö^a) oder altemirend {a^ß^—aß^^ 
a^^ = 0) ist. Dann sind die partialen Determinanten m^o° Grades, die aus irgend m 
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Zeilen gebildet sind, denen, die aus den gleichnamigen m Colonnen gebildet 
sind, der Reihe nach bis auf das Zeichen gleich. Nennt man also eine 
partiale Determinante, deren Diagonale nur Elemente aus der Diagonale 
der ganzen Determinante enthält, eine Hauptunterdeterminante, so ergiebt 
sich aus Satz IL die Folgerung: 

ni. Wenn in der Determinante eines symmetrischen oder eines altera 
nirenden Systems aUe partialen Determinanten {m+iy^ Grades verschwinden, 
so muss in jedem System eon m Zeilen, in welchem irgend eine partiale Deter^ 
minante m^^ Grades nicht verschwindet, auch die HauptmUerdetermmanle von 
Null verschieden sein. 

In jedem System von m Zeilen, in welchem die Hauptunterdeter- 
minante Null ist, müssen also auch alle andern partialen Determinanten m^^^ 
Grades verschwinden. Dies tritt stets ein, wenn das System a^ß altemirend 
und m ungerade ist. Denn alsdann sind die Hauptunterdeterminanten m^^ 
Grades schiefe Determinanten unpaaren Grades, und daher identisch NuU. 
Daraus ergeben sich die Sätze: 

IV. Ist in einer schiefen Determinante m der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten, so ist m nothwendig eine gerade Zahl und 
unter den nicht verschwindenden partialen Determinanten m^ Grades befinden 
sich auch Hauptunterdeterminanten. 

V. Wenn in einer schiefen Determinante die partialen Determinanten 
2rten Grades alle verschwinden, so sind auch die (2r~l)'^'* Grades sämmtlich Null. 

Da diese Eigenschaften der schiefen Determinanten ftlr die folgenden 
Untersuchungen von grosser Wichtigkeit sind, so wollen wir sie noch auf 
einem andern Wege ableiten. 

§.5. 
Schiefe Determinanten. 

Ist Ä^ß der Coefficient von a^ß in der verschwindenden D.eterminante 
if = -2'+an...a^^, so ist Aa -^/9/9 = A/? ^/Sa • Ist nun M eine schiefe Deter- 
minante und m eine gerade Zahl (= 2r), so ist A^ß = —Äßa und A^^ = Aßß = 0. 
Daher ist A^ß = 0. Oder: 

Die Determinante M ist das Quadrat einer ganzen Function von a^^. 
Wenn sie also Null ist, so verschwindet sie von der zweiten Ordnung, und 

daher ist auch ihre Ableitung -^ — = ^Aaß = 0. Wenn also eine schiefe 
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Determinante 2 r*«° Grades verschwindet, so sind auch ihre partialen Deter- 
minanten (2r— 1)*«° Grades sämmtlich Null. 

Den • (P/iajf sehen) Ausdruck, dessen Quadrat die Determinante M ist, 
und in welchem das Glied «n öm • • • Om-i,m den Coefficienten +1 hat, bezeichnen 
wir nach Jaeo6f mit (1, 2, ...m). Für solche Ausdrücke gilt ein dem Deter- 
minantensatze des Herrn Kronecker ganz analoges Theorem: 

L Wenn der Pfaffsche Ausdruck r^^ Grades (1, 2, ...2r) ron NuU 
verschieden ist, aber alle Ausdrücke {r+iy^^ Grades verschwinden^ die man 
aus (1, 2, ... 2r^ ()^ (7) erhält, indem man für q, o alle verschiedenen Paare 
ungleicher Zahlen setzt, die grösser als 2r sind, so verschwinden alle Aus- 
drücke («,/?,/...) vom (r+iy«" Grade. 

Dieser Satz ergiebt sich aus dem allgemeineren Satze: 

n. Wenn in einer schiefen Determinante eine Hauptunterdeterminante 
2rten Grades von Null verschieden ist, aber alle Hauptunterdeterminanten (2r+2)'*'* 
Grades verschwinden, welche man aus jener erhält, indem man irgend zwei 
Zeilen und die gleichnamigen Colonnen hinzufügt, so verschwinden alle partialen 
Determinanten {2r+iy^^ Grades. 

Sei m = 2r, sei M = -2'+ au . . . a^^m = (1? 2, . . . mf von Null verschieden 
und sei für alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen q, a, die grösser 
als 2r sind. 
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= {\^2^...m,Q,af = 0. 



Da der Grad dieser verschwindenden schiefen Determinante 2r+2 
eine gerade Zahl ist, so sind nach dem oben bewiesenen Satze auch ihre 
partialen Determinanten (2r+l)*®° Grades alle Null, z. B. ist der Coefficient 
von a. 
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= 0, 



falls p von verschieden ist. Ist (> = ^, so verschwindet diese Determinante 
identisch. Nach dem Satze des Herrn Kronecker folgt aber daraus, dass 
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alle partialen Determinanten (2r+l)*ö° Grades verschwinden. Daher ver- 
schwinden auch alle partialen Determinanten (2r +2)*®" Grades, und folglich 
auch die Quadratwurzeln aus den Hauptunterdeterminanten (2r+2)t«° Grades, 
die P/bjfschen Ausdrücke (r+l)*®° Grades (a,ß,y...). 

Femer ergiebt sich, dass das Verschwinden aller Hauptunterdeter- 
minanten {2r+2y^^ Grades auch das aller partialen Determinanten {2r+l)^^ 
Grades nach sich zieht, vorausgesetzt, dass eine Hauptunterdeterminante 2r^^^ 
Grades von Null verschieden ist. Sollte keine Hauptunterdeterminante 2r^^^ 
Grades von Null verschieden sein, dagegen irgend eine Hauptunterdeter- 
minante (2r— 2)^° Grades, so würde sich auf dieselbe Weise ergeben, dass 
alle partialen Determinanten (2r— 1)^«° Grades und folglich auch alle (2r+l)t«n 
Grades verschwänden. Indem man diesen Schluss weiter fortsetzt, gelangt 
man zu dem Satze: 

ni. Wenn in einer schiefen Determinante aUe Haupttmterdetermi^ 
nanten 2r^^^ Grades Null sind, so verschwinden auch alle partialen Detemn" 
nanten (2r— 1)'«» Grades. 

Wenn man in der schiefen Determinante 



(«.) 



a,i ... tti^ a, 



ö«! • • • ^«n ^n 

— tti . . . — a, 

die letzte Colonne weglässt, und wenn in dem übrig bleibenden Elementen- 
systeme 



(/?.) 



^nl • • • ^nn 

— a, ... — a„ 

alle partialen Determinanten (2r-f-l)ten Grades verschwinden, so sind in der 
Determinante (a.) alle partialen Determinanten (2r+2)^®'* Grades Null, als 
lineare homogene Functionen von partialen Determinanten (2r-f 1)*®° Grades 
des Systems (/?.). Nach Satz IH. verschwinden daher auch alle partialen 
Determinanten (2r-t-l)*®° Grades der Determinante («.). Damit also in 
der Determinante (a.) alle partialen Determinanten (2r+l)^'^ Grades ver- 
schwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass dies in dem System iß.) 
der Fall ist 
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In der schiefen Determinante -S' + an«--flnn s^i der höchste Grad nicht 
verschwindender Unterdetenninanten m = 2r. Dann haben die linearen 
Gleichungen 

«—Hl verschiedene Lösungen. Je nachdem fUr alle diese Lösungen auch 

{S.) aitt, + --- + a„ti« = 
ist, oder nicht, d. h. je nachdem die Gleichung iß.) eine lineare Combi- 
nation der Gleichungen (y.) ist, oder nicht, sind auch in dem System (/3.) 
und folglich auch in der Determinante (a.) alle partialen Determinanten 
(m+l)*®*» Grades Null, oder nicht. 

§.6. 
Simultane Transformation einer bilinearen Form und mehrerer Paare linearer Formen. 

Die bilineare Form 

gehe durch Substitutionen 

(a.) u^ = 2;x„ßu'ß^ c„ = fHaß^ß, 

deren Determinanten von Null verschieden seien, in 

über. Dann ist (Weierstrc^s, Berl. Monatsberichte, 1868, Mai, S. 311) jede 
partiale Determinante tn^^^ Grades des einen der beiden Coefficientensysteme 
a^ß und a'^ß eine homogene lineare Function der partialen Determinanten 
Hi^e» Grades des andern. Daher sind alle partialen Determinanten m^«» Grades 
des Systems a'^ß Null oder von Null verschieden, je nachdem es die des 
Systems a^ß sind. Der höchste Grad nicht verschwindender Unterdetermi- 
nanten ist folglich für beide Systeme derselbe. 

Ausser der bilinearen Form sei noch ein Paar linearer Formen 

^a„,n^.^u^ und Za^^^^ß^ß 

gegeben, welche durch die Substitutionen (a.) in 

-^aa,n+iw« und Sa^^^^ß^ß 
übergehen mögen. Dann verwandelt sich die bilineare Form*): 



*) Die Methode, welche ich hier zur Untersuchung der simultanen Transformation 
einer bilinearen Form und eines oder mehrerer Paare linearer Formen gebraucht habe, 
ist bereits von Herrn Stickelberger (De problemate quodam ad duarum formarura bili- 
nearium vel quadraticarum transformationem pertinente. Diss. inaug. Berolini 1874. 
pag. 10) und von Herrn Darbotix {Lioue. Journ. Ann. 1874, p. 351) angewendet. 
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Oyß aß 

WO an+i,n+i eine willkürliche Grösse ist, oder kürzer die Form 

a,ß 

durch jene Substitutionen, verbunden mit 



«n+l = tt 



©«o-i = f> 



m 



n+n ^n+l 



a,ß 



n+l5 



WO al+i,n+i = ön+i,n+i ist Dahcr muss nicht nur in der Determinante n^^^ 
Grades -2*+ a,i...a^„, sondern auch in der (n+l)^®^ Grades -2'+an...an„a«+i,n+i 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invariant sein. 
Sind ausser der bilinearen Form noch k Paare linearer Formen 

-^««,n4-xtta nnd Zan^^^ßf>ß (;f = !,...&) 

a p ' 

gegeben, welche durch die Substitutionen («.) in 

-^ol.«+««« nnd 2a!,+^^ß9'ß 
übergehen, so verwandelt sich die bilineare Form 

a,ß 

in welcher die Grössen a^+,,„+i willkürlich sind, durch jene Substitutionen 
verbunden mit 



^n+Jf — •'n+x 9 



in 



£\ ^aß^a^ßy 
a,ß 



(x = 1, ... k) 



'wo an+»,n+a = ^n+»,n-^}. Ist. Dahcr muss auch in der Determinante 

der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invariant sein. 
Z. B. muss dies in der Determinante 
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der Fall sein, in der die willkürlichen Grrössen gleich Null gesetzt sind. 
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§.7. 

Simultane congruente Transformation einer altemirenden bilinearen und einer linearen 

Form. Die Invariante p. 

Wenn die altemirende bilineare Form 

durch congruente {Kronecker, Berl. Monatsberichte, 1874, April) Substitutionen 
von nicht verschwindender Determinante 



(5.) u^ = 2x^ßUß, f>a = Zx^ßf)'ß (a = l, ... n) 



m 



W = ^a'aßU^e'ß 
übergeht, so ist auch W eine altemirende bilineare Form. Geht durch 
diese Substitution die lineare Form 

U = üttaU^ 

a 

in 

U' = ^a'aUa 

über, so soll das Formenpaar U, W dem Formenpaar U', W äquivalent 

heissen. 

Sind umgekehrt zwei Formenpaare, jedes bestehend aus einer 
linearen und aus einer altemirenden bilinearen Form, gegeben, so soll ent- 
schieden werden, ob sie äquivalent sind, oder nicht, und im ersteren Falle 
sollen alle Substitutionen gefunden werden, durch welche das erste Formen- 
paar in das zweite übergeht. Da die Coefficienten a^ alle Null sein können, 
so enthält diese Aufgabe das Problem der congruenten Transformation einer 
altemirenden bilinearen Form als speciellen Fall. 

Durch die Substitution (5.) geht auch die lineare Form 2—aßf)ß in 
S^a'ßfi'ß über. Aus den Erörterangen in §.6 folgt daher, dass in den 
beiden Determinanten 
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die höchsten Grade nicht versclxwindender Unterdeterminanten Invarianten sind. 

32* 
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In der schiefen Determinante (15.) ist der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdetenninanten m eine gerade Zahl 2r, und unter den von 
Null verschiedenen partialen Determinanten m*®° Grades befinden sich auch 
Hauptunterdeterminanten (§. 4, IV.). Wo es nöthig ist, können wir daher 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass 

von Null verschieden ist. 

In der schiefen Determinante (16.) sind dann alle partialen Deter- 
minanten (m+ 3)*®*» Grades Null. Es ist nun erstens möglich, dass auch 
die (iw+2)^®° Grades sämmtlich verschwinden. Dann müssen, dam +2 eine 
gerade Zahl ist, auch die (m+l)^®° Grades alle Null sein, während die m^®«> 
Grades offenbar nicht alle Null sind. Oder es ist zweitens möglich, dass in 
der Determinante (16.) die partialen Determinanten (m + 2y-^^ Grades nicht alle 
verschwinden. Ausser diesen beiden Fällen ist kein dritter möglich. 

Dieser zwischen den beiden oben gefundenen Invarianten bestehende 
Zusammenhang ermöglicht es, sie auf eine einzige Invariante zurückzuführen. 
Der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist für die 
Determinante (15.) in beiden Fällen 2r, flir die Determinante (16.) aber im 
ersten Falle 2r, im anderen 2r+2. Das arithmetische Mittel aus diesen 
beiden Invarianten, das wir mit p bezeichnen wollen, ist im ersten Falle 
2r, also gerade, im anderen 2r+l, also ungerade. Daher muss auch um- 
gekehrt der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten, falls 
p gerade ist, fllr (15.) und (16.) gleich p^ wenn p aber ungerade ist, für 
(15.) gleich /?— 1 und für (16.) gleich p+\ sein. Das arithmetische Mittel 
p aus den höchsten Graden der in (15.) und (16.) nicht verschwindenden 
Unterdeterminanten ist demnach eine Invariante, welche die oben genannten 
Invarianten beide ersetzt. Ich werde aber zeigen, dass flir die Aequivalenz 
zweier Formenpaare die Uebereinstimmung der Invariante p nicht nur eine 
nothwendige, sondern auch die hinreichende Bedingung ist. Nennen wir 
daher die Gesammtlicit der Formenpaare, welche mit einem gegebenen 
äquivalent sind, eine Classe von Formenpaaren, so können wir alle Formen- 
paare mit der Invariante p zur p^^^ Classe rechnen. 

Der Unterschied zwischen Forraenpaaren gerader und ungerader Classe 
lässt sich, wenn man a^o = «„ und a^yß = —aß setzt, nach §. 5, (I.) kurz so 
charakterisiren (Vgl. Jacobi^ dieses Journal, Bd. 29, S. 242, Natani, dieses 
Journal, Bd. 58, S. 316}: 
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Ist der P/öjföche Ausdruck r*®«^ Grades 

(L) (1, 2, . . . m) 
von Null verschieden, während die Pfaff^chen Ausdrücke (r+l}^®° Grades 

(IL) (1, 2, . . . m, p, a) = 
sind, wo flir p, a alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen von m+1 
bis n zu setzen sind, so ist die Invariante p gleich m(= 2r) oder m+l(=2r+l), 
je nachdem die P/Vijfschen Ausdrücke (r+l)ten Grades 

(in.) (1, 2, . . . m^ (>^ 0), (p = m+l, ... n) 

alle oder nicht alle verschwinden. ^ ' - - ! ' - 

Ist m = n, so ist p(=«) immer gerade, und die Bedingungen (11.) 
und (III.) fallen weg. Ist m = «— 1, so fallen die Bedingungen (IL) weg, 
und p ist gerade (=w — 1) oder ungerade (= «), je nachdem der Ausdruck 
(in.) verschwindet oder nicht {Jacobi, dieses Journal Bd. 2, S. 356). 

Ist in der Determinante (15.) m der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminanten, so lassen sich die n Formen 

«ai«^i + ••• + ««„«„, («=1, ... n) 

welche die Ableitungen von —W nach ri, . . . r^ sind, alle aus m unter 
ihnen linear zusammensetzen. Nach der Bemerkung am Ende des §. 5 ist 
in der Determinante (16.) der höchste Grad nicht verschwindender Unter- 
determinanten m oder iw+2, je nachdem sich die Form 

V = OiUi + '" + a^fin 
aus jenen Formen linear zusammensetzen lässt, oder nicht. 

Wenn die Determinante (15.) der bilinearen Form fT nicht verschwindet, 
so sind ihre n Ableitungen n unabhängige Linearformen von n Variablen, 
und jede andere Linearform derselben Variablen lässt sich aus ihnen zu- 
sammensetzen. In Bezug auf eine bilincare Form W von verschwindender 
Determinante aber zerfallen die Linearformen U in zwei Gruppen. Für die 
Formen der einen Gruppe ist der höchste Grad nicht verschwindender Unter- 
determinanten in (16.) ebenso gross, wie in (15.). Sie bilden mit W ein 
Formenpaar gerader Classe, und lassen sich aus den Ableitungen von W 
linear zusammensetzen. Für die Formen der anderen Gruppe ist der höchste 
Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten in (16.) um zwei grösser, 
als in (15.). Sie bilden mit W ein Formenpaar ungerader Invariante und 
lassen sich nicht aus den Ableitungen von W linear zusammensetzen. 
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§.8. 
Die Aequivalenz der Formenpaare von gerader Invariante p = 2r. 

Um zu beweisen, dass die Uebereinstimmung der Invariante p, die 
wir zunächst als gerade (= m = 2r) voraussetzen wollen, flir zwei Formen- 
paare nicht nur eine nothwendige, sondern auch die hinreichende Aequi- 
valenzbedingung ist, kommt es darauf an, eine Substitution zu finden, durch 
welche das eine in das andere übergeht. Eine solche pflegt man mit Hülfe 
der zugehörigen Formen abzuleiten (Aronholdy dieses Journal Bd. 62 S. 316). 
Dies beruht darauf, dass man zu einer zugehörigen Form die transformirte 
kennt, ohne dass man die Substitution zu kennen braucht, durch welche 
das eine Formensystem in das andere übergeht. Wir werden uns hier von 
einem ganz ähnlichen Gedanken leiten lassen. 

Wenn die Substitution (5.) gegeben ist, so kann man zu einer be- 
liebigen linearen Form ^CaU^ die transformirte Form ^Cau'a finden. Um- 
gekehrt kann man aber auch, falls man eine hinreichende Anzahl von li- 
nearen Formen aufzufinden vermag, zu denen man ohne Kenntniss der Sub- 
stitution (5.) die transformirten angeben kann, die Gleichungen -2*0««« = ^^a^a 
zur Ermittlung der Substitution (5.) benutzen. Zu solchen linearen Functionen 
gelangt man im vorliegenden Falle durch folgende Ueberlegung. 

Wenn durch die Substitution (5.) nicht nur die bilineare Form W in 
W und die lineare Form U in U' übergeht, sondern auch die linearen 
Formen 



sich in 



U, = a\!^^u, + '- + ai^^u, (p = l,2,...) 



verwandeln, so muss nach §. 6 in der Determinante 
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der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten derselbe sein, 
wie in der analogen aus den Coefficienten der transformirten Formen ge- 
bildeten Determinante. Sind die linearen Formen U^ ganz beliebige, so 
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wird jener Grad im Allgemeinen eine Zahl /.sein, auf deren Ermittlung hier 
nichts ankommt. Für specielle Linearformen kann er aber auch kleiner als 
/ sein, und dann ist er flir die transformirten Formen ebenfalls kleiner als /. 
Genügen also die Coefficienten der Formen U^ den Gleichungen, welche 
ausdrücken, dass jener Grad kleiner als / ist, so genügen die Coefficienten 
von U'^ Gleichungen, die aus den Coefficienten von W und U' ebenso zu- 
sammengesetzt sind, wie jene Gleichungen aus den Coefficienten von W 
und U. Die Anzahl dieser Gleichungen ist um so grösser, je kleiner der 
höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten in (a.) ist. Da er 
nicht kleiner als m sein kann, so wollen wir möglichst viele unabhängige 
Linearformen U^ so zu bestimmen suchen, dass jener Grad in (a.) gleich m ist*). 
Die Anzahl solcher Formen kann nicht grösser als r sein. Denn 
ist in der Determinante («.) & = r+l, und sind alle partialen Determinanten 
(2rH-l)*®° Grades Null, so verschwinden auch alle Hauptunterdeterminanten 
(2r+2)t®° Grades. Z. B. ist, wenn a, ß, ... b irgend r+1 verschiedene 
Zahlen von 1 bis n sind, 
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= 0. 



In dem System a^J^ sind also alle Determinanten (r+l)'«" Grades Null, und 
daher sind die Formen t/i , ... Ur+t nicht unabhängig. Ich werde aber 
beweisen, dass sich stets r unabhängige Formen l/j, ... Ur so bestimmen 
lassen, dass in der Determinante 
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*) Herr Darboux (Liouv. Joum. Ann. 1874 p. 350) hat Determinanten von der 
Form (flf.) in die Untersuchung der Aequivalenz quadratischer Formen eingeführt. Er 
lässt aber die Formen Ug allgemein, d. h. verfllgt so über dieselben, dass in (a.) der 
höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten möglichst gross ist. 
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alle partialen Determinanten (2r+l)teD Grades verschwinden. Daraus folgt 
aber auf die nämliche Weise wie oben, dass die Formen f/, Ut...Ur nicht 
unabhängig sind, also, da U^...Ur unabhängig sind, dass zwischen ihnen 
eine Relation von der Form 

(18.) U = c,U,+'''+CrUr 

besteht. Ich werde nun zweitens beweisen, dass in dieser Relation C| , . . . c^ 
beliebig gegebene Werthe haben können, mit zwei Einschränkungen, die 
dadurch bedingt sind, dass U eine gegebene Form ist, und dass Ui...Ur 
unabhängig sein sollen. Wenn nämlich die Coefficienten von U nicht alle 
Null sind, so dürfen Ci , ... c^ nicht alle gleich Null angenommen werden ; 
wenn aber U identisch verschwindet , so müssen Ci , ... c^ alle Null sein, 
und die Relation (18.) muss sich auf U=0 reduciren. 

Da in der Determinante (16.) m der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminanten ist, so haben die Gleichungen 



(/?.) 



«faiWi + --- + a«„ttn+a«« = 0, (a= 1, ...n) 

«i Wi + -- + ö„ w„ =0 

n+l—m unabhängige Lösungen. In denselben sind auch die Werthe der 
ersten n Unbekannten unabhängig , es müssten denn ai , ... a„ alle ver- 
schwinden (§. 3.). In diesem Falle ergeben sich aus den Gleichungen (ß.) 
n—m verschiedene Werthe für «j, ... u^. 

Damit nun auch in der schiefen Determinante 
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welche eine Zeile und Colonne mehr enthält als (16.), alle partialen Deter- 
minanten (m+l)tö° Grades verschwinden, ist nach den Erörterungen am 
Ende des §. 5 nothwendig und hinreichend, dass die Gleichung 

durch alle Lösungen der Gleichungen (/?.) befriedigt wird. Die Coefficienten 



(J.) 
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0) 



müssen also allen Gleichungen genügen, welche 

(€.) AiUi+^^' + AnU^ = 
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darstellt, wenn für .4,, ... An der Reihe nach alle Werthe gesetzt werden, 
die sich aus den Gleichungen (/?.) für die n ersten Unbekannten ergeben. 
Die Anzahl dieser Gleichungen ist höchstens n+l—m\ die Anzahl ihrer 
Lösungen also mindestens «— (w-f 1— »w) = iw— 1. Unter denselben befindet 
sich zufolge der letzten Gleichung (/?.) auch Oi, ... a«. Hat nun die Re- 
lation (18.) die Gestalt £/'= 0, so nehme man flir (ß.) eine beliebige Lösung 
der Gleichungen (e.). Hat dagegen jene Relation die Gestalt C/^=CiC/,, wo 
Ci von Null verschieden ist, so muss man 



ar^ = 



a. 






setzen. Hat die Relation (18.) aber keine dieser beiden Gestalten, so nehme 
man für (cT.) eine von Oi , . . . a„ unabhängige Lösung. Dann ist in der 
Determinante (y.) m der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeter- 
minanten. 

Es seien nun bereits k unabhängige Formen C/^ , ... 14 so bestimmt, 
dass in der Determinante («.) alle partialen Determinanten (m+iy^^ Grades 

verschwinden. Wenn femer die Relation (18.) die Gestalt C/^ = Cj J7, H \-c^U^ 

hat, wo Ci , ... Ck auch alle oder zum Theil Null sein können , so sei ihr 
bereits Genüge geschehen. Hat sie aber nicht diese Gestalt, so seien 17, , . . . 17* 
auch von U unabhängig. 

Alsdann haben die Gleichungen 

(^.) jaiWi -\ h««w« =0, 

a['^wi + -- + ai*>w„ = (;f = 1, ... Ä) 

n+l+k—m verschiedene Lösungen. Damit dann auch in der Determinante 
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alle partialen Determinanten (m+l)^en Grades verschwinden, ist nothw endig 
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und hinreichend, dass alle Lösungen der Gleichungen (^.) auch die Gleichung 

befriedigen. Es muss also 

(17.) ar'\ . . . ar^> 
allen Gleichungen genttgen, die man aus 

{9.) Atti4— -4-^«« = 
erhält, indem man fUr ^1, ... ^ der Reihe nach alle Werthe setzt, die 
sich für die ersten w Unbekannten aus den Gleichungen (^.) ergeben. Die 
Anzahl der Gleichungen {&.) beträgt höchstens n+l+k—m; sie haben daher 
wenigstens n—(«+l+Ä— «») = *»—*— 1 verschiedene Lösungen. Zufolge 
der letzten &+1 Gleichungen (^.) befinden sich darunter 

(£.) Ol, ... a^, 

(x.) ai*\ ... ai'^ {x=l,... k). 

Wenn die Relation (18.) die Gestalt f/ = C|£/iH l-Cjtl/lt hat, so sind von 

diesen A+1 Lösungen nur die k letzten unabhängig. Die Gleichungen {&.) 
haben dann noch m— 2&—1 von diesen verschiedene Lösungen, also min- 
destens eine, so lange k<Zr ist Irgend eine dieser m--2Ä— 1 Lösungen 
nehme man für (iy.). 

Wenn die Relation (18.) aber die Gestalt [7 = Ci £/i -I- — f- c* üik + Cj^+iUi^i 
hat, wo Cjt+i von Null verschieden ist, so ist nach den getroffenen Fest- 
setzungen die Lösung {i.) von den k Lösungen {x.) unabhängig. Daher ist 
auch die Lösung 

von den Ar Lösungen (x.) unabhängig, und muss für (tj.) genommen werden, 
damit der Relation (18.) genügt wird. Dieser Fall tritt, wenn nicht schon 
vorher, spätestens für Ä = r— 1 ein. 

Ist aber &<:r— 1, so ist noch der dritte Fall möglich, dass die Re- 
lation (18.) keine der beiden erwähnten Gestalten hat. Dann sind nach 
der Annahme die ä+1 Lösungen (1.) und (;:.) unabhängig, und die Glei- 
chungen (b^.) haben noch iw— 2&— 2(>0) von diesen verschiedene Lösungen, 
von denen man irgend eine für {rj.) nehmen kann. 

Da man also immer, so lange Ar < r ist, noch eine neue von f7i , . . • U^ 
unabhängige Form U^^i finden kann, welche den gestellten Bedingun^n 
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Genüge leistet, so ist damit bewiesen, dass sich r unabhängige lineare 
Formen l/i, ... (7^ so bestimmen lassen, dass in der Determinante (17.) m 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist, und dass 
zwischen ihnen und der Form U eine vorgeschriebene Relation (18.) besteht. 

§.9. 
Die reducirte Form der Formenpaare gerader Glasse. 

Da die Formen Ui, ... Ur unabhängig sind , so sind die partialen 

Determinanten r^^ Grades ihrer Coefficienten nicht alle Null. Sei etwa 

von Null verschieden. Dann ist auch die partiale Determinante 2r^®° Grades 

£f][i ... Oif (J^i • • • 0>i 
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der Determinante (17.) von Null verschieden. Dagegen verschwinden in 
der Determinante 
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-a{^> . . . -a^:^ ... 
welche eine Unterdeterminante von (17.) ist, alle partialen Determinanten 
(2r+l)^ö° Grades. Unter den Gleichungen 

(«•) aalttl + --- + «an«n+ai'^tt«+l+--- + 0L'^tt«+r = 0, (tt = 1, . . . U) 

(/3.) ai^^tti+- + ai^^ttn = ((> = l,...r) 

sind daher nur 2r, die r ersten und die r letzten, unter einander unabhängig. 
Um sie aufzulösen, kann man für Wi , ... u^ irgend eine Lösung der Glei- 
chungen (ß.) nehmen. Denn da R von Null verschieden ist, kann man 
immer aus den r ersten Gleichungen («.) dazu passende Werthe von 
«'n+i ? • • • K-\-r finden. Sind nun 
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irgend zwei Lösungen der Gleichungen (a.) und {ß.\ sind also 

-4i, ... A^ und ß, , ... B^ 
irgend zwei Lösungen der Gleichungen {ß.\ so ist 

a{^Mi+-+ai^M, = (p = l,...r). 

Multiplicirt man daher die n ersten Gleichungen der Reihe nach mit A^^ ... A^ 
und addirt sie, so erhält man in Folge der r letzten Gleichungen 

Ill^aßAaBß = 0. 
a,ß 

Es verschwindet also die bilineare Form W, wenn man flir die Variablen 
irgend zwei Lösungen der Gleichungen l/i = 0, ... ü^ = setzt 

Es lässt sich leicht zeigen, dass diese Gleichungen die kleinste An- 
zahl congruenter linearer Relationen bilden, die zwischen den Variablen der 
bilinearen Form W bestehen müssen, damit sie verschwindet Denn sei 
W= ^OaßU^eß eine bilineare Form, die nicht altemirend zu sein braucht^ 
und über deren Determinante vorläufig nichts vorausgesetzt wird. Seien femer 

U^ = öi^^«ii+- + ai^^tt. {(f = 1, ... r) 

r unabhängige Ihieare Formen, wo r zunächst eine unbestimmte Zahl ist 
Wir nehmen an, dass FF=0 ist, wenn für die Variablen irgend zwei 
Lösungen der Gleichungen l/i = 0, . . . 11^ = gesetzt werden. 

Ist dann ßj , ... B^ irgend eine Lösung dieser Gleichungen, ist also 

(y.) a<^>ß, + -.. + ai^>ß, = 0, (p=l,...r) 

so ist 

2:{^aaßBß)u, 

a ß "^ '^ 

eine lineare Form, welche verschwindet, wenn die Formen l^i, ... Ur 
sämmtlich Null sind. Daher müssen sich r Multiplicatoren JS^^i , . . . B^^ 
so bestimmen lassen, dass 

ist. Die Werthe der Multiplicatoren bestimmen sich aus r der n Gleichungen 

ß 

welche so auszuwählen sind, dass in ihnen die Determinante r^®° Grades 
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der Coefficienten aSj^ nicht verschwindet. Die so bestimmten Werthe ge- 
nügen dann auch den übrigen n—r Gleichungen (d.). Die Gleichungen 
(y.) und (J.) sind zusammen n+r Gleichungen zwischen den Grössen 
J5i, ... B^y ßn+i7 ••• ^n-fr^ ^^^ »11^ Wcrthc der Unbekannten, welche 2r 
dieser Gleichungen (nämlich die r Gleichungen (y.) und passende r der 
Gleichungen {d.)) befriedigen, genügen auch den übrigen n—r. Daher 
müssen in der aus den Coefficienten dieser Gleichungen gebildeten Deter- 
minante 
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alle partialen Determinanten (2r-f l)*«^ Grades verschwinden. Wenn daher 
in der Determinante -2' + aii...a,«, welche eine partiale Determinante jener 
Determinante ist, m der höchste Grad nicht verschwindender Unterdetermi- 



m 



m+1 



nanten ist, so ist es nicht möglich, weniger als -^ oder — ^ congruente 

lineare Relationen zwischen den Variablen Wi, ... «„ und t?i, . . . t?„ so zu 
bestimmen, dass die bilineare Form W verschwindet. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unseren ursprünglichen 
Annahmen zurück. Seien ITr^i^ ... ?/«• irgend n — r lineare Formen von 
«1 , ... u^y welche zusammen mit Ui^ . . . U^ n unabhängige Formen bilden. 
Die nämlichen Formen mit den Variablen t?i, ... t?„ mögen mit Fi, ... Fr, 
Fr+i, ... Vn bezeichnet werden. Führt man diese Grössen als neue 
Variable in W ein, und bezeichnet in der transformirten Form den Factor 
von üp mit Vr^^ und den von V^ mit — t^r+^j so wird 

wo Wi eine bilineare Form von UUi) ... U^; K+i^ • • • VI ist, die identisch 
verschwindet. Denn sie wird, ebenso wie W, gleich Null, wenn die 2r 
Grössen U^ und V^ verschwinden, also ohne dass zwischen ihren Variablen 
eine Relation besteht. 

Da die auf W angewendete Substitution eine congruente war, so 
bleibt W eine alternirende Form, In einer solchen unterscheiden sich aber 
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die Factoren von U^ und — F^ nur durch die Bezeichnung der Variablen, 
d. h. die Coefficienten der linearen Function F^+^ der Variablen üi , . . . Ur, 
Ur^i j .. . Ul stimmen mit den Coefficienten der linearen Function Ur^^ der 
Variablen Fi, .,. F^, F^'+i, ...VI der Reihe nach überein. Daher muss 
auch, wenn, durch die ursprunglichen Variablen ausgedrückt, 

ist, 

sein. 

Die Gleichung 

(18.) U = C,U, + '^'+CrUr 

und die Gleichung 

(19.) w ^ j:[Ujr^^^Ur^j, 

enthalten eine eigenthümliche Umgestaltung des gegebenen Formenpaares. 
Ehe wir aber weitere Folgerungen daraus ziehen, wollen wir kurz die 
Frage erledigen, ob die Formen U und W noch in einer anderen, als der 
hier gelehrten Weise auf die Formen (18.) und (19.) reducirt werden können. 
Sei r eine vorläufig beliebige Zahl, und seien 

U, = «l^^Wi + ^ + ai^^tt, (e = 1, . . . 2r) 

2r lineare Formen, die zunächst nicht unabhängig zu sein brauchen. Ist 
femer 

so ist 



eine altemirende bilineare Form. Ausserdem betrachten wir die lineare Form 

q a 

WO Ci , ... Cr gegebene Constanten sind. 

Die Coefficienten dieser beiden Formen sind durch die Gleichungen 






bestimmt. Durch zeilenweise Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 
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erhält man daher die I>etenniiiaiite 
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Da jedes der beiden Systeme, aus denen diese Determinante zu- 
sammengesetzt ist, nur 2r Colonnen enthält, so mflssen in derselben alle 
partialen Determinanten (2r4-l)*®° Grades verschwinden. 

Dieser Satz lässt sich leicht umkehren. Wenn in der Determinante 
(20.) alle partialen Determinanten (2r+l)^®° Grades verschwinden, so gilt 
dies auch für das Elementensystem, das man aus (20.) durch Unterdrückung 
der (u+l)*«» Colonne erhält. Die aus den letzten 2 r Zeilen und Colonnen 
gebildete Determinante ist gleich 1, also nicht 0. Bestimmt man daher die 
Werthe der Unbekannten 

aus 2r linearen Gleichungen, deren Coefficienten die Elemente der letzten 
2r Zeilen jenes Elementensystems sind, so genügen dieselben auch jeder 
Gleichung, deren Coefficienten die Elemente irgend einer Zeile desselben 
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bilden. Aus den 2r Gleichungen 

ai^>t?, + ... + ai^>t?, = K, (p = l, ... 2r) 
folgen also die Gleichungen 

a«,r, + ...+a„,€„ = ai*^K^,+ ...+ai^>n -ar^>F, a^^^Vr (« = !,. ..n), 

Multiplicirt man die letztere mit u^ und summirt nach a, so erhält 
man, wenn man noch zur Abkürzung 

a(?)^^+.,.+a(e)ti^ = üe (P = 1^ • • • 2r) 
setzt, 



(19.) 2\a^ßU^f>ß = ^C/e^r+e-^r+oF^. 

a,ß Q 

Da die Determinante (11.) eine Unterdeterminante von (20.) ist, so 
müssen auch in ihr alle partialen Determinanten (2r+l)^®° Grades ver- 
schwinden. Daraus ergiebt sich leicht, dass auf dem oben angegebenen 
Wege alle Transformationen der Formen U und W in die Formen (18.) 
und (19.) gefunden werden. 

§. 10. 
Allgemeinste Transformation zweier Formenpaare von gleicher Invariante 

p = 2r in einander. 

Unter den im vorigen Paragraphen gemachten Voraussetzungen 

müssen in der Determinante (15.), die eine Unterdeterminante von (20.) ist, 

alle partialen Determinanten (2r+l)t«D Grades verschwinden, weil sie durch 

Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 

ai^^ . . . a[^^ a^r'^ . . . a?'^ a['^'^ . . . aP^> -aP> . . . -ai^> 



entsteht. Wenn in diesen Systemen die Determinanten 2r^" Grades sämmt- 
lich Null wären, wenn also die 2r Formen £/i, ... f/jr nicht unabhängig 
wären, so würden auch in (15.) alle partialen Determinanten 2r^° Grades 
verschwinden. Ist also 2r gleich dem höchsten Grade m der in (15.) nicht 
verschwindenden Unterdeterminanten, so müssen jene 2r Formen unabhängig 
sein. Folglich ist die rechte Seite der Gleichung (19.) eine altemirende 
bilineare Form der 2 . 2r unabhängigen Variablen t/i , . ♦ . U-tr; Fi , ... V^r, 
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während die rechte Seite von (18.) eine lineare Form von f/i, ... Ur 
ist. Diese Formen sollen die reducirten Formen von U und W genannt 
werden. 

Bei dieser Reduction ist weiter keine Annahme über das gegebene 
Formenpaar gemacht worden, als dass seine Invariante p den Werth m = 2r 
habe. Ist also ein zweites Formenpaar derselben Invariante gegeben, so 
lässt es sich auf die Gestalt 

Q 

bringen, wo J7i, ... Ü2r 2r unabhängige lineare Formen von wi, ... u^, 
und V[j ... Fjr die nämlichen Formen von t?! , ... v'„ sind , und wo man 
für Cj , . . . c^ dieselben Grössen nehmen kann, wie in (18.) *). 
Setzt man daher 

U^=U'^ und r,= K, (p = l, ... 2r), 

so wird das erste Formenpaar mit dem zweiten identisch. Da üi , ... üi^ 
(und ebenso U[^ ... Uir) unabhängig sind, so kann man zu diesen 2r 
linearen Formen noch n — 2r andere 172r+n ••• ^« (^2r+i? ••• ^n) hinzu- 
fügen, die mit ihnen zusammen n unabhängige Formen von tfi, ... u^ 
(fii , ... u^) bilden. Löst man dann die Gleichungen 

Ua =^ Ua (a = 1, . . . n) 

nach W| , ... u^ oder u^ ... «i, auf, so erhält man eine Substitution, welche 
mit der congruenten die beiden gegebenen Formenpaare in einander über- 
führt. Folglich ist für zwei Formenpaare die Uebereinstimmung der In- 
variante p = 2r die hinreichende Aequivalenzbedingung **). 

Es ist leicht zu beweisen, dass auf diesem Wege alle (congruenten) 
Transformationen der beiden Formenpaare in einander gefunden w.erden. 
Denn sei (5.) irgend eine Substitution, vermöge deren 

^a^ßUa f>ß = ^daß^a ^'ß und Sa^ u^ = 2d^ < 



*) Sollten a^^ ... a» alle Null sein, so wäre dies nur möglich, wenn auch 
o', , ... (In alle verschwinden. 

**) Dazu kommt noch selbstverständlich die Bedingung, dass zugleich mit 
a, , ... an auch a, , ... dn alle verschwinden. 
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wird. Dann lassen sich, wenn Ci, ... c^ gegebene Constanten sind, 2r 
unabhängige lineare Formen I/^ von «1 , ... vl^ so bestimmen, dass 

ist, wo F^ dieselbe Function von t?l, ... e^ ist, wie f/^ von wi, ... ii^. 
Wenn nun 17^ und F^ durch die inverse Substitution (5*.) in U^ und V^ 
übergehen, so verwandeln sich diese Gleichungen durch dieselbe in 

Nach §. 9 sind daher die Functionen U^ und V^ unter denen enthalten, 
welche durch das in §. 8 und §. 9 angegebene Verfahren gefunden werden. 
Zu den aus (5.) folgenden 2r Gleichungen U^ = f/J kann man stets noch 
» — 2r hinzufügen, welche zusammen mit jenen 2r die Gleichungen (5.) 
vollständig ersetzen. Bringt man also von zwei gegebenen Formenpaaren 
das eine in einer bestimmten und das andere in der allgemeinsten Weise 
auf die reducirte Form, so enthalten die Gleichungen 

£/,= l/; (e = l, ... 2r) 

die allgemeinste (congruente) Transformation der beiden Formenpaare in 
einander. Jede Transformation kann folglich auf eine solche Gestalt ge- 
bracht werden, dass sie nur p (= 2r) nothwendige, dagegen u—p ttberflttssige 
Gleichungen enthält, welche fortgelassen werden können, ohne dass die 
Substitution aufhört, das eine Formenpaar in das andere überzuführen. 

§. 11. 
Die Aequivalenz der Formenpaare von ungerader Invariante p = 2r + i . 

Der Fall, dass die Invariante p des gegebenen Formenpaars eine 
ungerade Zahl m+1 = 2r+l ist, dass also in der Determinante (15.) m, 
in (16.) aber »1 + 2 der höchste Grad nicht verschwindender Unterdetermi- 
nanten ist, lässt sich leicht auf den eben behandelten zurlickflihren. In 
diesem Falle gehört die lineare Form U zu der zweiten der in §. 7 näher 
charakterisirten Gruppen, lässt sich aber leicht durch Subtraction einer 
anderen linearen Form 

üo = a?^fii + - + ai">«i„ 
in eine Form der ersten Gruppe verwandeln. 

Man kann z. B. Uo= U nehmen. Die allgemeinste derartige Form 
erhält man aber, indem man Uq—U gleich einer homogenen linearen Function 
der Ableitungen von W mit willkürlichen Coefficienten setzt. Da dann 
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die Invariante des Formenpaares V—Uo^ W gleich 2r ist, so kann man 
die linearen Formen 

(e = 1? • • • 2r) 



so bestimmen, dass 



(18*0 U ^ U, + z\c,U,, 



(19*.) »y = I:\U,Vr^,-JJr^^V, 

e 
wird, wo Ci , ... c^ beliebig gegebene Constanten sind, die im Falle Uq=U 
alle gleich Null sein müssen, sonst aber nicht alle verschwinden dürfen. 
Wenn umgekehrt die Formen U und W in irgend einer Weise auf die 
Gestalt (18*.) und (19*.) gebracht sind, so ist die Invariante des Formen- 
paars U^üo^ W gleich 2r, und daher wird Uq in der oben angegebenen 
Weise gefunden, und dann liefert das in §. 8 und §. 9 angegebene Verfahren 
die Formen l/i , ... l^2r- D^r hier eingeschlagene Weg führt also zu der 
allgemeinsten Reduction des gegebenen Formenpaars auf die Formen 
(18* ) und (19*.). 

Aus diesen Gleichungen folgt aber, dass 

daß = £[ai^^ay^^-a^:-^^^af, 
e 

ö« = c^i + JS[c^(ii^^ 

ist. Daher entsteht die Determinante (16.) durch Zusammensetzung der 
beiden Elementensysteme 

ar> a['^ . . . a[^^ ai^+*^ . . . a^^ -a^ 0^'^ • • • «P^^ -a['^ . . • -a{^> 
aS^^ ai'^ . . . ai^> ai'+'^ . . . ai'^> -ai"> ai'-^'^ . . . ai'^^ -^a^^ . . . -ai''> 

10 . . . Ci . . . Cr 1 Ci . . . Cr ... 0. 

Da nun in der Determinante (16.) der höchste Grad nicht verschwindender 
ünterdeterminanten 2r+2 ist, so können in diesen Systemen nicht alle 
Determinanten (2r4-2)^° Grades verschwinden, und daher sind in dem 
Elementensystem 

oS'^ of^u^ . . . a^^ ai^+»> . . . af > (a = 1, . . . n) 

nicht alle Determinanten (2r+l)tö° Grades Null. Folglich sind die 2r+l 
linearen Formen üj), £/i, ... Uir unabhängig, und die rechten Seiten der 
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Gleichungen sind eine lineare und eine altemirende bilineare Form der 
2r+l unabhängigen Variablen C/!„ l/i, ... üi^. Dieselben sollen die redu- 
drten Formen von ü und W genannt werden. 

Nunmehr lassen sich die im vorigen Paragraphen für die Formen- 
paare gerader Invariante abgeleiteten Sätze ohne Weiteres auf die ungerader 
Invariante übertragen. Für zwei gegebene Formenpaare ist die Ueberein- 
stimmung der Invariante p die hinreichende Aequivalenzbedingung. Die 
allgemeinste Transformation zweier Formenpaare p^^^ Klasse in einander 
wird gefunden, indem man das eine in einer bestimmten, das andere in der 
allgemeinsten Weise auf die reducirte Form bringt, und dann die p Variablen 
der einen reducirten Form denen der andern der Reihe nach gleich setzt 
Jede Substitution kann auf eine solche Gestalt gebracht werden, dass sie 
nur p nothwendige, dagegen n—p überflüssige Gleichungen enthält. 

§.12. 
Ueber die Transformation einer bilinearen Form in eine andere mit weniger Variablen. 

Die Ableitungen der bilinearen Form 

W = HiOaßUaeß 

(die nicht altemirend zu sein braucht) mögen mit 
bezeichnet werden. Geht sie durch die Substitutionen 

(a.) Ua = ^r Xa, «o ^fi = Hl üßl ^X y 

deren Determinanten von Null verschieden sind, in 
über, so ist 



oder wenn 



gesetzt wird. 



a,p 



^^aßVßl = Uaiy JSa^ßXa^ = Vß^ 



a p 



Die Form W möge nur die Variablen tti , ... u^; ©i , ... ©|, ent- 
halten. Bezeichnet also v eine Zahl von m+1 bis «, ;^ und l aber Zahlen 
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von 1 bis «, so muss 

sein. Da aber die Determinante \x^^\ der n linearen Gleichungen 

a\,y = 2x^^U^y =0 (;f = 1, . . . w) 

a 

von Null verschieden ist, so muss 

U„,=^a„pyßy =0 
sein, es müssen also 

iß') Vxy, • • . Vny (v = !»+!, . . . ») 

«— m Lösungen der Gleichungen 

(y.) J7„ = Za^ßCß = (a = 1, . . . n) 

sein. Da die Determinante «*®° Grades ly^^l von Null verschieden ist, so 
können auch nicht alle partialen Determinanten («— m)^^ Grades des 
Systems yßy verschwinden, und daher sind die « — m Lösungen (/?.) unab- 
hängig. Ebenso sind 

(J.) x^y, ... x^y (v = m+l, ... n) 

n-^tn unabhängige Lösungen der Gleichungen 

(^.) Yß = 2a,ßU, = (/9 = 1, . . . n). 

a 

Damit aber die Gleichungen (y.) oder (e.) »—m verschiedene Lösungen 
haben, müssen in dem Elementensystem a^ß alle partialen Determinanten 
(iii+l)*®° Grades verschwinden. 

Wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt ist, so haben die Glei- 
chungen (y.) « — m verschiedene Lösungen (/?.) und die Gleichungen («.) 
» — m verschiedene Lösungen (cJ.). Da die Lösungen (/?.) unabhängig sind, 
so kann man die Grössen 

y\^9 • • • ynu (a^ = 1? • • • ^) 

so bestimmen, dass die Determinante n*®°* Grades | yßi \ nicht Null ist. Des- 
gleichen kann man die Grössen 

x,^, ... x^f, (/t = 1, . . . m) 

so wählen, dass | x^^ \ nicht verschwindet. Dann verwandelt sich die Form 
W durch die Substitutionen (a.) in eine Form W\ welche nur noch 
m Variablen jeder Reihe enthält, und wie oben bewiesen, ist dies die 
allgemeinste Weise, eine bilineare Form, in deren Coefficientensysteme alle 
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partialen Determinanten {m+iy^^ Grades verschwinden, in eine andere von 
m Variablenpaaren zu transformiren. 

Wenn die Form W symmetriscli oder alternirend ist, so sind die 
Gleichungen (/.) mit den Gleichungen (e.) identisch. Daher kann man 
zunächst 

tfay = iX^ar (v = 1»+!, . . . ») 

und dann auch 

wählen, so dass die Substitutionen (a.) congruent werden. (Vgl. Darboux, 
lAouc. Joum., Ann. 1874, p. 359 — 365.) 
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reber die IntegrabilitÄtsbedingungen für ein System linearer 

Differentialgleichungen erster Ordnung. 

§.13. 

Ueber adjungirte Systeme totaler und partieller DifiFerentialgleichungeii. 
Sei 

(21.) a[f'Ux,^'-'\'a^:Ux, = (a^=1, . . . m) 

ein System von m(<C») unabhängigen linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, deren Coefficienten a^^ gegebene Functionen von Xi , ... x^ 
sind. Die Differentialgleichungen heissen unabhängig, wenn keine unter 
ihnen aus den anderen linear zusammengesetzt werden kann, oder wenn 
die Determinanten m^®^ Grades der Coefficienten nicht alle verschwinden. 
Multiplicirt man sie mit irgend welchen Functionen von a^i , ... x^ und 
addirt sie, so sagen wir von einer solchen linearen Verbindung 

(22.) a,rfar, + ... + a,£fa, = 0, 

sie gehöre ebenfalls dem Systeme (21.) an. Auch kann dieses Gleichungs- 
system durch irgend m unabhängige lineare Verbindungen seiner Gleichungen 
ersetzt werden. 

Es kann sein, dass sich unter den linearen Verbindungen der Diffe- 
rentialausdrücke (21.) auch eine findet, welche das vollständige Differential 
df einer Function f{xi , . . . oj«) ist. Dann nennen wir die Gleichung f=a, 
wo a eine willkürliche Constante ist, ein Integral der Differentialgleichungen 
(21.). Mehrere Functionen /i, /i, ... sind bekanntlich unabhängig oder 
nicht, je nachdem ihre Differentiale d/i, d/i, ... unabhängige lineare 
Functionen der Differentiale rfari , ... dx^ sind, oder nicht. Aus dieser Be- 
merkung folgt, dass m Differentialgleichungen (21.) nicht mehr als m un- 
abhängige (verschiedene) Integrale haben können. Denn es lassen sich über- 
haupt nicht mehr als m verschiedene Verbindungen der Differentialausdrücke 
(21.) bilden, also auch nicht mehr als m solche, die vollständige Diffe- 
rentiale sind. 

Ein System von m linearen Differentialgleichungen, das m unab- 
hängige Integrale hat, soll ein eolbtändiges System genannt werden. Ist 
m = »—l (oder «), so ist das System (21.) stets ein vollständiges. 
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Je nachdem sich der Ausdruck 

linear aus den Ausdrücken (21.) zusammensetzen lässt, oder nicht, ver- 
schwinden in dem Elementensystem 



a?' 


... €», 


ffim) 


. . . aw 


df 


... df 



(23».) 

alle oder nicht alle Determinanten (m+1)*«^ Grades. Setzt man aber diese 
Determinanten gleich Null, so erhält man ein System homogener linearer 
partieller Differentialgleichungen (Vgl. Hamburger, dieses Journal Bd. 81, 
S. 252), das demnach ebenso viele Lösungen hat, wie das System (21.) 
Integrale. Damit aber alle Determinanten {m+1)^^ Grades in (23*.) ver- 
schwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass alle Werthe von tii , ... tc.^ 
welche den Gleichungen 

(10.) ai^>fii + ...+aWfi, = (At=l, . . . m) 
genügen, auch die Gleichung 

befriedigen. Sind also 

(12.) A[''\ . . . A^:^ (v=l, ... it-m) 
n—m verschiedene Lösungen der Gleichungen (10.), so sind 

(23.) ^(^)^ + ...+^('')^ = (1^ = 1, ... n-m) 

n—m unabhängige partielle Differentialgleichungen, denen jede Function f 
genügt, welche, gleich einer willkürlichen Constanten gesetzt, ein Integral 
der totalen Differentialgleichungen (21.) bildet Daher soll (23.) oder (23*.) 
das dem System totaler Differentialgleichungen (21.) adjungirte oder suge- 
hörige System partieller Differentialgleichungen genannt werden. (Vgl. 
Boole, Differential-Equations, Suppl. Vol. Chapt. XXV, p. 75—78.) Ist das 
System (21.) ein vollständiges, so ist die Anzahl m der Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichungen (23.) gleich der Differenz zwischen der An- 
zahl der unabhängigen Variablen n und der Anzahl der Gleichungen »— m. 
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Ein solches System wird nach Clebsch (dieses Journal, Bd. 65, p. 258) ein 
vollständiges genannt. 

Sei jetzt umgekehrt ein System von n—m unabhängigen partiellen 
Differentialgleichungen (23.) gegeben. Zu demselben rechnen wir auch jede 
lineare Verbindung dieser Gleichungen. Haben dieselben eine Lösung /^ 
so haben die linearen Gleichungen 

(13.) ^5^^fli + - + ^i''^«n= (V= 1, ... »-Hl) 

die Lösung 

^^"ö^T' • • • ^*""ö^' 

Sind nun 

(14.) a\^\ ... a^^ (/i = 1, . . . m) 

m unabhängige Lösungen der Gleichungen (13.), so lässt sich aus ihnen 
jede particuläre Lösung, also auch die eben erwähnte, linear zusammen- 
setzen. Folglich lässt sich der Ausdruck 

aus den Ausdrücken 

a^^dx, + '^* + a^^dXn (^^=1, ... m) 

linear zusammensetzen, und daher ist nach der obigen Definition die Glei- 
chung f=a ein Integral der Differentialgleichungen (21.). Da dieselben 
gebildet werden, indem jede Lösung der linearen Gleichungen (13.) in die 
Gleichung 

cteiiiiH \-dx^u^ =■ 

eingesetzt wird, so können sie auch erhalten werden, indem die Determi- 
nanten (»— m+l)*®"^ Grades des Elementensystems 

A['^ . . . Ai'^ 



• • • 



dxi . . . dXf^ 

gleich Null gesetzt werden. 

Das Gleichungssystem (21.) oder (21*.) soll das dem System par- 
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tieller Differentialgleicliimgen (23.) zugeordnete oder a^jungirte System totaler 
Differentialgleicliuiigeii genannt werden. 

Die Anzahl der Losungen der partiellen Differentialgleichungen (23.) 
ist gleich der Anzahl der Integrale der zugeordneten totalen Differential- 
gleichungen (21.). Je nachdem die einen ein vollständiges System bilden 
oder nicht, bilden auch die anderen ein solches oder nicht Die Bedingungen 
dafür, dass das System totaler Differentialgleichungen (21.) oder das adjun- 
girte System partieller Differentialgleichungen (23.) ein vollständiges ist, 
sollen die Integrabilitätsbedingungen genannt werden. 

§.14. 

Ableitung der Integrabilitätsbedingungen aus der Jacobi-Clebschsehen Theorie der 

partiellen Differentialgleichungen. 

Damit das System partieller Differentialgleichungen (23.) ein voll- 
ständiges sei, ist nach Jacobi und Clebsch (dieses Journal, Bd. 65, S. 258) 
die folgende Bedingung nothwendig und hinreichend. 

Sind 

•^(f)=A-i;+.-.+A|^=o, 

irgend zwei der Differentialgleichungen (23.) (oder lineare Verbindungen 
derselben), so muss auch 

dem Systeme angehören. Es müssen also alle Werthe 

welche den Gleichungen (13.) genügen, auch die Gleichung 

2{A{B:)^B{A:))a, = 

befriedigen, welche ausgerechnet 



5 C^^^-«.^)«. = ö 



lautet. Nun ist aber 
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and daher 

^-n — ö« = — ^-/4«-;> — , ^-^ — a« = — ^Ä 



An Stelle der obigen Gleichung kann man also setzen 



(^•) «-z' = ö^" öi; 



oder wenn man zur Abkürzung 

dda düß 

'ß "" dXa 

setzt, 

SOaßAaBß = 0. 

In dieser Gleichung braucht man für Ai^ ... ^.; i?i, ... i?„ nur 
je zwei verschiedene Reihen der Grössen (12.) und flir ai, . . . o» nur der 
Reihe nach die Grössen (14.) zu nehmen. Dann ist sie auch (Vgl. Clebsch, 
dieses Journal Bd. 65, S. 258) erfüllt, wenn man 

aa=-i:m^a^\ A, = i:r.Ai^\ 5« = 2:«,^?^ 
setzt. Denn ihre linke Seite geht, wenn man 



C6-.) * = ^-^ 



dxß dxa 

setzt, in 

über, wo sich die Summation auf alle Indices erstreckt Dieser Ausdruck 
ist aber aus den Summen 

2a^^A^^A^^\ £a^^A^\ 2afAf 

linear zusammengesetzt, von denen die erste nach der Annahme, die beiden 
anderen nach Gleichung (11.) verschwinden. 

Damit das System totaler Differentialgleichungen (21.) ein voll- 
ständiges sei, ist also nothwendig und hinreichend, dass die m altemirenden 
bilinearen Formen (Covarianten) 

W^ = 2a^^u,f>ß 

a,ß ^ 

verschwinden, wenn flir die Variablen irgend zwei Lösungen der linearen 

35* 



272 Frobenius, über dos Pfaffsche Problem. 

Gleichungen (10.) gesetzt werden. Bedeutet (22.) (wie stets im Folgenden) 
irgend eine der Gleichungen (21.) oder eine lineare Verbindung derselben, 
so verschwindet dann auch die Covariante 

wenn zwischen den Variablen die linearen Gleichungen (10.) nebst den con- 
gruenten bestehen. 

§. 15. 

Directe Ableitung der Integrabilitätsbedingangen nach Deahna. 

Das im vorigen Paragraphen erhaltene Resultat hat Deahna (dieses 
Journal, Bd. 20, S. 340) direct ohne Zurtickflihrung der totalen Differential- 
gleichungen auf partielle abgeleitet. Sein Beweis ist, in einer mehr sjrm- 
metrischen und algebraischen Form dargestellt, der folgende. 

Haben die totalen Differentialgleichungen (21.) m verschiedene Inte- 
grale /i = «1, ... /m = «m^ so nehme man zu den m unabhängigen Functionen 
/i, ... fn noch n—m andere Functionen fi, ... t^^ von a?i, ... x^ hinzu, 
welche zusammen mit jenen n unabhängige Functionen bilden. Dann sind 
auch oji, ... a?^ » unabhängige Functionen von /;, ... f^, *i, ... <^_^, 
und folglich ist die Determinante 



*n 



^n— m 



- df, du dt, du., 

von Null verschieden. Daher können in den letzten n—m Colonnen dieser 

dx 

Determinante, d. h. in dem Elementensystem -^f- nicht alle partialen De- 
terminanten (»— m)^° Grades verschwinden. Es gehe nun der Differential- 
ausdruck (22.) in 

über, wenn man /i, ... Z^, /i, ... /^_^ an Stelle von a?i, ... x„ als unab- 
hängige Variable einführt. Da (22.) verschwindet, wenn d/i , ... df^ Null 
sind, so muss 

sein, ohne dass zwischen den Variablen /i , ... /^„ eine Relation besteht, 
es muss also 

(a.) Äy = ai-^+... + a^-^ = (^ = 1, ... n-m) 
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sein. Folglich muss auch (Vgl. §. 2) 

sein. 

Die Gleichungen (a.) und (/?.) gelten unter der Voraussetzung, dass 
in den Functionen a« und a^ß die Variablen x^ ... x^ durch /| , ... t^_^ , 
«1 , ... «^ ausgedrückt sind. Wenn aber ihre linken Seiten als Functionen 
der n unabhängigen Variablen /i, ... /««^, «i, • • • «m identisch verschwinden, 
so müssen sie es auch, wenn man an Stelle dieser Variablen Functionen 
von irgend welchen andern, z. B. f^ (a?i . . . x^) für a^ und für ty seinen Aus- 
druck in a?i , . . . (c^ einsetzt. Dann erhalten aber die Zeichen a« und a^ß 

wieder ihre ursprüngliche Bedeutung, während -^ in eine Function von 

rci , ... Xn übergeht, die wir mit a?^"^ bezeichnen wollen. Diese Functionen 
genügen identisch den Gleichungen 

(y.) a.xi'^^ + ^'^+aM''^ = 0, 
(J.) ^a^ßX^J^x^^' = 0. 

Da die erste derselben die m Gleichungen 

ai^^xi^'^ + '-'+alt^xi'^ (/i = l, ... m) 
repräsentirt, so sind 

(y.) aj{*'^, . . . xi""^ (^=1? ••• n—m) 

n—m Lösungen der Gleichungen (10.). Die Determinanten (» — m)t®° Grades 
der Grössen x^J^ sind Functionen von Xi, ... x^. Wären sie identisch 
Null, so würden sie es auch bleiben , wenn man für oji , ... x^ ihre Aus- 
drücke in /i, ... /n-m? /i? • • • /m setzcu würde. Die Determinanten («— m)^« 

dx 

Grades der Ableitungen -gp-, iu welche die Grössen x^J^ durch diese Sub- 
stitution übergehen, sind aber nicht alle Null. Daher sind die n — m 
Lösungen (y.) unabhängig, und jede andere Lösung der Gleichungen (10.) 
lässt sich aus ihnen linear zusammensetzen. Sind also Ai^ ... A^; i?j, ... B^ 
irgend zwei Lösungen dieser Gleichungen, so ist 

und daher 

^a^ßA^Bß = ür^sa^^a^ßx^fx^^^) = 0. 
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Sollen also die Differentialgleichungen (21.) ein vollständiges System bilden, 
so muss die Covariante 

(welche m bilineare Formen W^i , . • . W^ repräsentirt) verschwinden, wenn 
für die Variablen irgend zwei Lösungen der Gleichungen (100 gesetzt 
werden. 

Dass die als nothwendig erkannten Bedingungen auch hinreichend 
sind, beweist Deahna folgendermassen: 

Wie oben gezeigt, bleiben diese Bedingungen erfüllt, wenn die ge- 
gebenen ffi Differentialgleichungen (21.) durch m unabhängige lineare Ver- 
bindungen derselben ersetzt werden. Sie bleiben aber auch, weil die Formen 
W nach §. 2 Covarianten sind, bestehen, wenn an Stelle von «,, . . . ap« 
neue Variable a:l , ... x^ eingeführt werden. Ich werde nun zeigen, dass 
es durch Anwendung dieser beiden Umformungen möglich ist, den gegebenen 
Differentialgleichungen m andere zu substituiren, welche eine Variable 
weniger enthalten. 

Zunächst betrachte ich den speciellen Fall, in welchem das Diffe- 
rential einer bestimmten Variablen, etwa cte^, in allen Gleichungen (21.) 
den Coefficienten Null hat. Unter den Determinanten m^«° Grades der 
Grössen af^^^y die nicht alle verschwinden, sei 

von Null verschieden. Sind dann ai , ... a^ beliebig gegebene Grössen, so 
kann man stets eine lineare Verbindung der Differentialausdrücke (21.) 
bilden, in welcher die Coefficienten von rfa?i, ... dx^ die Werthe ai, ... a« 
haben, da zu dem Ende nur m lineare Gleichungen von nicht ver- 
schwindender Determinante M aufzulösen sind. Man kann folglich eine 
lineare Verbindung der gegebenen Differentialgleichungen 

(22.) aida:i4—- + ö^rfiFm + ö;„+irfa;^+i + --- + öi.-irf^n-i = 

bilden, in welcher ai,... a^ die Variable x^ nicht enthalten. Dann muss 
die bilineare Form 

für jedes Paar von Lösungen der Gleichungen (10.) verschwinden. In 
einer solchen Lösung ist aber der Werth von r„ ganz willkürlich, weil r, 
in allen Gleichungen (10.) den Coefficienten Null hat. Daher muss in W 
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der Factor von e^ 



W * %^-... + -+%i... 



ÖXn •''"+* ' ' dx. 



verschwinden, wenn iii , ... ii««i den Gleichungen 

genügen. Bei der Auflösung dieser Gleichungen kann man aber, da M 
von Null verschieden ist, den Grössen ti^^i, . . • ii„_, völlig willkürliche 
Werthe ertheilen. Daher müssen in der linearen Form (cJ.) die Coefficienten 

-^ = sein. In dem Ausdruck (22.) kommt also die Variable x^ über- 

dXn 

haupt nicht mehr vor. 

Sind nun b^''^ (p, a = 1, . . . m) m^ solche Functionen von a?i , ... a?„_i, 
dass die Determinante |6^''^| von Null verschieden ist (z. B. b^"^ gleich 
oder —1, je nachdem q und a verschieden oder gleich sind), so kann man 
m lineare Verbindungen der Differentialgleichungen (21.) bilden, in deren 
o^^^ der Coefficient von dx^ gleich b^"^ ist. Dieselben sind unter einander 
unabhängig, weil \b^^^\ nicht verschwindet, und enthalten die Variable x^ 
nicht mehr, weil die Coefficienten der Differentiale ctei, ... dx^ von x^ 
frei sind. 

Auf den somit erledigten speciellen Fall lässt sich der allgemeine 
durch Einführung neuer Variablen zurückführen. Dies ist klar für m = »— 1. 
Denn führt man die «—1 Integrale an Stelle von »—1 Variablen ein, so 
kommt in den transformirten Differentialausdrücken das Differential der «^° 
Variablen nicht mehr vor. Den Fall m<Cn—l führt man auf den Fall 
1» = »— 1 zurück, indem man zu den gegebenen m Differentialgleichungen 
noch «— m— 1 andere (z. B. rfx^+a = 0, . . . dx^ = 0) hinzunimmt, mit anderen 
Worten : 

Sei Aij ... A^ irgend eine Lösung der Gleichungen (10.), in der 
etwa A^ von Null verschieden sei. Dann haben die Differentialgleichungen 

dxi : dx2 : . . . : dx^ = Aii A2: > . *: A^ 

«— 1 Integralgleichungen, die «—1 willkürliche Constanten a?i, ... x'^^i ent- 
halten, und die auf die Form 

(«.) x„ = (pa{x^, a?l, ... x^i) (a = l, ... «-1) 
gebracht werden können. Da folglich 
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A. .A .A - .^. ■ ^^"-^ .1 



ist, so ist aucli 

A • • A • A — - . 

dxn dx, 

und da ^i , ... A^ den Gleichungen (10.) genügen, und 

öiWi + --+a^fi« = 
eine lineare Combination derselben ist, so ist 

öi-^— +--- + a,_i-^-— + a^ = 0, 



falls man in den Functionen Oi^ ... a„ für die Variablen Xi^ ... x^i die 
Ausdrücke 91 , ... 9n_i einsetzt Führt man nun an Stelle von ajj , ... x^i 
mittelst der Gleichungen («.) die Grössen a^i , ... a?!»! als neue Variable 
ein, so wird 

OirfoJiH bOndXn = a'idx'i-] {-al^idx'n^i+andxi, 

wo 

ist. Die neuen Differentialgleichungen enthalten demnach dx^ nicht mehr, 
lassen sich also durch m unabhängige lineare Verbindungen ersetzen, in 
denen x^ überhaupt nicht mehr vorkommt. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens führt man die m 
gegebenen Differentialgleichungen (21.) zwischen n Variablen auf m Diffe- 
rentialgleichungen zwischen m unabhängigen Variablen /", , ... /J„ zurück, 

{t) A{^^rfA + - + e^rf/;„ = (/i=l, ...m), 

welche, wenn /i , ... f^ durch oji , ... x^ ausgedrückt werden, lineare Com- 
binationen der Gleichungen (21.) sind. Da die m Ausdrücke (^.) unab- 
hängig sind, so lassen sich auch umgekehrt rf/i, ... df^ aus ihnen, also 
auch aus den Ausdrücken (21.) linear zusammensetzen. Es giebt also m 
unabhängige lineare Verbindungen der Ausdrücke (21.), welche vollständige 
Differentiale sind, und daher bilden die Differentialgleichungen (21.) ein 
vollständiges System. 

§. 15. 
Zweite Form der Integrabilitätsbedingungen. 

Wir haben bereits in §.9 die Bedingungen ermittelt, die nothwendig 
und hinreichend sind, damit die bilineare Form 
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verschwindet, wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der linearen 
Gleichungen (10.) gesetzt werden. Dieselben lassen sich dahin zusammen- 
fassen, dass in der Determinante 



(24.) 



Ou 


■ • • 


»u 


ai'> 


• . . 


ai»'' 


ö.i 


• • . 


a,n 


ai'^ 


• • 
. . ■ 






• ■ . 


... 





• • ■ 
■ • 




• • 



a{"*> 



. . • 



-ai'"> 











alle partialen Determinanten (2m +1)*®° Grades verschwinden. 

Zu dieser zweiten Form der Integrabilitätsbedingungen (in der für 
die Coefficienten von W der Reihe nach die von Wi^ ... fV^ zu setzen 
sind) kann man direct auf folgendem Wege gelangen. Sind rf/i , ... df,„ m 
verschiedene Verbindungen der m Differentialausdrücke (21.), so sind auch 
umgekehrt letztere m unabhängige Combinationen von d/i , ... df,,, , 

(a.) a^^dx,+ '" + alt^dx, ^ 9\''^df, + -*+gi^^dr„, 

Sollte das gegebene System von Differentialgleichungen ausser den m un- 
abhängigen Gleichungen (21.) noch andere 

* 

enthalten, die lineare Verbindungen derselben sind, so sollen dieselben über- 
zählige genannt werden. (Vgl. Christoff'el, dieses Journal Bd. 68, p. 247.) 
Da sich ihre linken Seiten auch aus d/i , ... df„, linear zusammensetzen 
lassen, so bestehen auch für ^ = m+1, ... / Gleichungen von der Form (ce.) 
aus denen folgt, dass 



air> = 9^'M: + '"+9i^'^ (^=1, ... m, m+1, . . . /) 

ist. Ist endlich (22.) irgend eine der Differentialgleichungen (21.) 
eine lineare Verbindung derselben, so ist auch a« von der Form 



oder 



und folglich ist 

Durch Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 



__ dag daß _ ^ dff^ dg^, df^ dg^ 
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df, 


dxj 


dx. 


dg«, 


öf, 


df„, 


dg, 


dgm 



dg, 



dg,n 



df, 



df. 



dx„ 





dx, dx. 







9i 



(0 



dx^ 

am 



öa?, 


öa?, 


ö«, 


••• dx, 


dg, 

dXn 


dgm 

dXn 


df, 

dXn 


df„ 
dx. 


9?' 

• • 


• • • ym 

• • • 




• • • 




• • • • 



... 



^i 



(0 



• • • 



Sfm 



91 



(0 














entsteht daher die Detenninante 



(24».) 



On 


• • • 


»i« 


ar^ 


• • • 


a}" 


• • < 


• • • 


• • 


oi'> 


• • • 


• • 


• • 


• • • 
• • • 


• • 




• • 


• • • 

• • 




• • 



-a« 



-a« . . . 



Da jedes der beiden Elementensysteme nur 2m Colonnen enthält, so 
müssen in dieser Determinante alle partialen Determinanten (2m +1)^» 
Grades verschwinden. 

§.16. 
Dritte Form der Integrabilitätsbedingungen. 

Unter den Determinanten m^^^ Grades des Systems aJi"^, die nicht 
alle verschwinden, sei, wie oben 

von Null verschieden. Dann ist die partiale Determinante 2iii*®° Grades 
der Determinante (24.) 



«11 


. • • 


»Im 


ar> 


• . 


• 


a{"'> 


«».1 


• • • 


"mm 




• • 


• 


<^ 


-aj» 


• • • 







• • 


• 





• • • 


• • 
• • • 


• • • 


• • 




• 
• • 


• 
• 






= M' 



nicht Null. Damit also alle partialen Determinanten (2m +1)*®° Grades 
derselben verschwinden, ist nach §. 5 nothwendig und hinreichend, dass die 
Hauptunterdeterminanten (2m + 2)^®" Grades Null sind, die man aus 
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(«.) 



«u 


• • • 


«Im 


ölp 


«Ja 


«{■> 


• • • 


aW 


«».l 


• • • 


^mm 




^ma 


«]?' 


• • • 




Ofl 


• • • 


^Qm 


»Pf 


^QO 


<^ 


• • • 


<"> 


«al 


• • • 


^am 


Oap 


Oaa 


4'^ 


• • • 


a<'"> 


-ar> 


• • • 






-a?> 





• ■ • 





• • 1 

-a{"*' 


• • • 


• • 


• • • 


• • 


• 1 




1 • 

• • • 


• • 





= 



erhält, indem man für p und a alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen 
von m+1 bis 1} setzt. Daraus geht hervor, dass das System (21.) ein voll- 
ständiges ist, wenn die C*>— ^X^— ^— ; Systeme 

03.) a{^>cte, + ...+ a^r^rfa:^+a^^>fite, + aS''>rfa:^ = (^ = 1, ... m), 

wo a?„.+i ^ ... x^ mit Ausschluss von a:^ , x^ als Constante zu betrachten sind, 
vollständige sind. Nun sind aber die Determinanten (a.) Quadrate. Anstatt 
die Ausdrücke, deren Quadrate sie sind, zu berechnen, wollen wir diese 
dritte Form der Integrabilitätsbedingungen auf einem anderen Wege ableiten. 
Wir betrachten, zunächst den Fall m = « — 2, auf welchen sich nach 
der eben gemachten Bemerkung der allgemeine Fall zurückführen lässt. 
«—2 unabhängige lineare Formen von n Variablen 

haben eine bilineare zugehörige Form 



ai'> . , 




a(-'> . 


■ . ai'-'^ 


Ui 


. . ü. 


K. 


• . V, 



= SA^ßUJY), 



*) Da diese Form das Zeichen wecbselt, wenn man ff,, ... J7„ mit F,, ... F, ver- 
tauscnt, so ist sie eine altemirende, es ist also Aaa = und Aaß = -'Aßa* Wählt 

man, was möglich ist, die 2n Grössen a^"^^ und ajT^ (a = 1, ...«) so, dass die De- 
terminante iV=J?+a{^^ ...oi"^ nicht verschwindet, so geht jene Form durch die 
Substitution Ua = a^a^ (l'i-\ — \-a^^Ui (a = 1, ... «) (und die congruente) in eine andere 

über (N(U'n^iV'n — J7^rl_i)), welche nur zwei Variablenpaare enthält. Daher mtlssen 
(§. 12) die partialen Determinanten dritten und höheren Grades des Systems Aaß verschwin- 
den. Die Quadratwurzeln aus den Hauptunterdeterminanten vierten Grades liefern die 
bekannte Relation 

AaßAyS + ^ay^S/i+^tt^Aßy = 0. 

36* 
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WO (7,, ... Un; Fl, ... F, Variable sind, die den Veränderlichen u^^ ... u^ 
contragredient , d. h. durch die transponirte Substitution zu transfonniren 
sind. Sind aber SA^ßV^Vß und 2a„ßUa,eß eine Contravariante und eine 
Co Variante eines Formensystems, so ist (Vgl. z. B. Aronholdy dieses Journal, 
Bd. 62, S. 339) SA^ßa^ß eine Invariante desselben. Sind nun 

w — 2 unabhängige Integrale der Differentialgleichungen (21.), so geht der Aus- 
druck (22.) durch die Substitution /i = a?l, . . . /"„.j = ^1-2 in öi rfa?l + • • • + an^2dx'n^2 

ttber, wo a^^i = al = und daher auch a^i,« = g 7^ ^ / = ist 

Folglich verschwindet fllr die w — 2 DiflFerentialausdrücke, in welche die 
Ausdrücke (21.) durch diese Substitution übergehen, die Invariante SÄ^ßo'aß, 
da die Determinanten A'aß mit Ausnahme von -4i_i,, verschwinden, diese 
aber mit a^_, „ multiplicirt ist Wenn aber diese Invariante für das trans- 
formirte Formensystem verschwindet, so muss auch für das ursprüng- 
liche System 

(25*.) ^A^ßG^ß = 
sein *). 

Ist »kC«— 2, so ist das System (21.) ein vollständiges, wenn die 
sämmtlichen Systeme (/?.) es sind. Aus dieser Bemerkung ergeben sich 
(Vgl. Deahna, dieses Journal Bd. 20, S. 348) die Integrabilitätsbedingungen 
in folgender Form: Ist M von Null verschieden, und ist 



a['\ . . , «CO «ci; «(1) 



oi"'> . . . ofr^ «[;'> ai"'^ 

U, ... t/„. U, U, 

V V V V 

' i ... f „4 r ^ f ff 






*) Ueber den genauen Sinn der oben gebrauchten Namen bemerke ich noch 
folgendes: Gehen die DifferentialausdrUeke (21.) und (22.) durch die Substitutionen 

(2.) und (3.) in 2a^"^' dxa und 2dadxa über, so sind die aus den Coefficienten der 



u 



ursprünglichen und der transformirten DifferentialausdrUeke zu berechnenden Functionen 
J = 2!Aaßaa8 und J* = 2 A'aßa'aß bis auf eine Potenz der Substitutionsdeterminante 
\xaß\ nicht iaentisch gleich, wie dies in der Algebra der Fall ist, sondern nur ver- 
möge der Gleichungen (2.). Wenn daher J'= ist, so kann man nur schliessen, dass J 
vermöge der Gleichungen (2.) (d. h. als Function von «',, ... Xn) gleich Null ist. Da 
aber diese Gleichungen die Veränderlichkeit von x^, ... Xn nicht beschränken, so 
muss J auch als Function dieser Variablen identisch verschwinden. 
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SO muss 



(25.) i:A%^'d:^ = (|i = l,...m) 

sein, wo für p, a alle verschiedenen Paare ungleicher Zahlen von m + 1 
bis n zu setzen sind. Die linken Seiten der Gleichungen (25.) sind die 
Quadratwurzeln aus den altemirenden Determinanten (a.). 



§.17. 
Neue Ableitung der Integrabilitätsbedingungen. 

Die drei Formen, in denen wir die Integrabilitätsbedingungen auf- 
gestellt haben, können auch in der folgenden, sehr einfachen Weise er- 
halten werden. Die Differentialgleichungen (21.) bilden ein vollständiges 
System, wenn sich m unter einander unabhängige lineare Verbindungen 
ihrer linken Seiten bilden lassen, welche vollständige Differentiale sind, 

dh = 2:G^}\a[f'Ux, + ...^ai^Hx;) {l = 1, ...m). 

Setzt man den sich daraus ergebenden Werth -^ = 2G^^^a^^^ in die 
Gleichung (/?.) §. 15 ein, so erhält man 

oder wenn man zur Abkürzung 2 G^^^ -^- = If^^ setzt, 

(26.) a^ß = 2:{ai^n^"^^afb\t^). 
Daraus folgt erstens, dass die bilineare Form 

verschwindet, wenn man fUr die Variablen irgend zwei Lösungen der Glei- 
chungen (10.) setzt. 

Ist zweitens J5i, . . . J5„ irgend eine Lösung dieser Gleichungen, 
ist also 

(a.) o{^>Ä, + ..- + ai^>Ä, = 0, (At = l, ... m), 

80 ergiebt sich aus (26.) £a^ßBß = üai^^i^lb^p Bß)^ oder wenn man 
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setzt 

^a,ßBß+i:ai''^B,+^ = 0. (« = 1, . . . «) 

ß M ^ 



Aus den Gleichungen (/?.) und (a.) lässt sich aber, wie in §. 9, schliessen, 
dass in der Determinante (24.) alle partialen Determinanten (2m+l)^^ 
Grades verschwinden. 

Der dritten Form der Integrabilitätsbedingungen wollen wir eine 
mehr symmetrische Gestalt geben. Seien U^J^ (a = 1, . . . «,• 1/ = 1, . . . «— m— 2) 
willkürliche Grössen und sei 



a^ 


. . a('> 


• • t • 


• . • ■ • 


l^{'> 


. . Ui^^ 


U0.-m-2) 


. . t^C»-m-J) 


u, 


. . u^ 


V, 


■ . n 



— ^^aßVaVß. 



Da diese Determinante verschwindet, wenn man U^^ ... U^ gleich aff^ , . . . a^^ 
setzt, so ist identisch ^A^ßü^^Vp = und daher 

2A^ßa^^ = und ebenso ^A^ßü^^ = 0. 

Wenn man daher die Gleichung (26.) mit A^ß multiplicirt und nach 
OL und ß summirt, so erhält man 

(25*.) 2A,ßa,ß = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine ganze Function der will- 
kürlichen Grössen U^^. Da ihre Coefficienten einzeln verschwinden müssen, 
so fasst die Gleichung (25*.) die sämmtlichen Gleichungen (25.) in eine 
zusammen. 

Nach §. 3 kann man stets zwei Lösungen der Gleichungen (10.) so 
bestimmen, dass 

Aaß = Aaßfl — Aßß^ 

ist, eine Bemerkung, mittelst deren sich die dritte Form der Integrabilitäts- 
bedingungen unmittelbar auf die erste zurückführen lässt. 
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§.18. 

Eigenschaften vollständiger Systeme. 
Die Gleichungen 

sind m verschiedene Integrale des vollständigen Systems (21.), wenn 
d/1 , ... df^ m unabhängige lineare Verbindungen der DiflFerentialausdrllcke 
(21.) oder die letzteren m unabhängige Verbindungen der ersteren sind. 
Folglich verhalten sich die Detenninanten m*«° Grades der Coefficienten o^/\ 

wie die entsprechenden Detenninanten m^^^ Grades der Ableitungen -^^, 

und eine solche Determinante des einen Systems, z.B. ^±-J^ — 'W^'» 

verschwindet oder nicht, je nachdem die entsprechende des andern -2'+ap\..aJr^ 
Null ist oder nicht. Ist femer A <C w, so ist eine aus den Elementen von 

irgend k Colonnen des einen der beiden Elementensysteme a^^ oder -^ 

gebildete partiale Determinante k^^^ Grades eine homogene lineare Verbindung 
derjenigen partialen Determinanten k^^^ Grades, welche sich aus den ent- 
sprechenden h Colonnen des andern Systems bilden lassen. Es müssen 
also alle Determinanten k^^^ Grades, die sich aus k Colonnen des einen 
Systems, etwa 

bilden lassen, verschwinden oder nicht, je nachdem alle Determinanten k^^^ 
Grades, die sich aus den entsprechenden k Colonnen des andern Systems 

(y.) a[^K..a^^ C^ = 1, . . . m) 

bilden lassen, Null sind oder nicht. 

Da die Functionen /i , .../)„ der Variablen a^i , ... x^ unabhängig 
sind, so müssen sie auch, als Functionen gewisser m dieser Veränderlichen 
betrachtet, unabhängig sein. Nach solchen m Variablen lassen sich die 
Gleichungen (a.) auflösen. Es kann aber sein, dass es Gruppen von m 
Variablen giebt, in Bezug auf welche jene Functionen nicht unabhängig sind, 
es kann sogar der Fall eintreten, dass es Gruppen von k « »») Variablen 
giebt, in Bezug auf welche keine k jener Functionen unabhängig sind, nach 
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welchen sich also die Gleichungen (a.) nicht auflösen lassen. Eine solche 
Gruppe bilden a?, , ... a?^ oder nicht, je nachdem in dem System (/?.), und 
folglich auch in dem System (y.), alle Determinanten A^en Grades ver- 
schwinden oder nicht, m verschiedene Integrale (a.) der Differentialglei- 
chungen (21.) lassen sich also nach &(^m) Variablen auflösen oder nicht, 
je nachdem sich die Differentialgleichungen nach den Differentialen dieser 
k Variablen auflösen lassen oder nicht. 

Betrachten wir jetzt m+A unabhängige Differentialgleichungen 

(d.) 6{'>rfx, + - + ÄiV^n+* = {1 = 1, ... m+k) 

zwischen n + k Variablen, die sich nach cte^+i, ... rfa?«+i auflösen lassen« 
Aus ihnen kann man durch Elimination dieser Differentiale genau m un- 
abhängige Differentialgleichungen herleiten, welche rfa?»+i, ... rfa?»+t nicht 
enthalten. Wir wollen nun annehmen, dass sich aus {d.) m verschiedene 
Differentialgleichungen zusammensetzen lassen, welche nicht nur von jenen 
Differentialen, sondern auch von den Variablen aj^+i, ... x^^^ selbst frei 
sind. Die Gleichungen ((J.) lassen sich dann durch m+k Verbindungen 
von der Form 

(C.) a{'"-^«>rfa?, + .-.-}- ai'-+«> dx, = dx,^, (x = 1, ... k) 

ersetzen , in denen die Coefficienten aj/"^ die Variablen x^^^ , . . . x^^j, nicht 
mehr enthalten. Ich behaupte nun, dass die m Differentialgleichungen {e.) 
fUr »ich ein vollständiges System bilden. Ist 

lr((cnd eine dieser Gleichungen oder eine Von x^+i, ... x^^t freie lineare 
Vertihidung derselben, so verschwindet ihre bilineare Covariante 

f\\r jeden Paar von Lösungen der m + A linearen Gleichungen 

(//.) n<r^ ii, + - + ai^^ fi, = C^ = l, ...m). 

Nun koninien abcsr in W nur die ersten n Variablen jeder Reihe vor, und 
bei de,r AiifUMunjf <ler m-j-k Gleichungen kann man die Werthe der ersten 
H l/nliekiitinten iillehi aus den m Gleichungen (17.) entnehmen, da sich ans 
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(i^.).8t^t8 passende zugehörige Werthe für w„+i, ... w»+t ergeben. Da also 
W für irgend zwei Lösungen der Gleichungen (ij.) verschwindet, so bilden 
die m Differentialgleichungen (f.) ein vollständiges System. Weil sie von 
a?n+i? ••• ^n+fc fr^i s^d? brauchen auch ihre Integrale (a.) diese Variablen 
nicht zu enthalten. 

Wenn sich aus einem vollständigen System von m + k unabhängigen 
Differentialgleichungen m unabhängige Differentialgleichungen ableiten lassen, 
welche k Variable nicht enthalten , und wenn sich die gegebenen Differentuü^ 
gleichungen nach den Differentialen dieser k Variablen auflösen lassen, so 
haben sie m verschiedene Integrale, welche diese k Variablen nicht enthalten. 

Machen wir jetzt die weitere Annahme, dass die Coefi&cienten der 
Differentialgleichungen (C.) die Variablen a?»+i, ...ar^+i auch nicht enthalten^ 
so lassen sich nach Integration der Differentialgleichungen (6.) die Glei- 
chungen (^.) einzeln durch Ausführung von Quadraturen integriren. Denn 
sei X irgend eine der Variablen x^^i , . • . x^^^ (oder eine lineare Verbindung 
derselben mit constanten Coefficienten) und sei 

(£.) aidxi + *''-\'andx^—dx = 

irgend eine der Differentialgleichungen (^.) (oder eine Verbindung). Da 
(£.) und (^.) zusammen ein vollständiges System bilden, so muss die bili- 
neare Covariante von (i.) 

2.a^ßU^f>ß, 

in welcher die Veränderlichen ««+,, ... u^+t; r^+i, ...€>,+* nicht vorkommen, 
gleich Null sein , wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der Glei- 
chungen (i?.) und (^.), oder, was dasselbe sagt, nur der Gleichungen (i?.) 
gesetzt werden. 

Sind /i , . . . <««„, Functionen von a?i , . . . a?„, welche zusammen mit /i , . . . /^ 
n unabhängige Functionen von Xi^...Xn bilden, so sind auch Xi,...x^ 
Functionen von /i, .../«_„., /*,, ...^. Bezeichnet man mit x^^^ das, was aus 

dx 

-Qf- wird, wenn man darin a?i, . . . x^ als Variable einführt, so sind nach §. lA"". *) 

x[''^, . . . xi""^ (^=1? ••• «— »») 
«— m Lösungen der Gleichungen (tj.). Daher ist 

^a^ßx'fx^^^ = 0, 



*) pag. 273; in der üeberschrift des Paragraphen pag. 272 steht fälschlich §.15 
statt §. 14^ 
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und folglich ist auch, wenn man x^^ ... x^ durch f|, ... t^^^^ /i, ... /, 
ausdrückt, 

Mithin ist 



das vollständige DiflFerential ein er Function tp (/j, . . . /«_.^, A 7 • • • /m) = 9 (^i ? • • • ^n)j 
falls bei der Differentiation /i , . . • /« als Constante betrachtet werden, 
also gleich 

und daher ist 

(häx^+'^'+a^dx^-^dx = ^irf/H h9mdfm+d{(p-x\ 

wo 

ist Folglich ist x — (p = a ein Integral der Differentialgleichungen ((J.). 
Dasselbe wird nach Ermittlung der Integrale (a.) der Differentialglei- 
chungen («.) durch eine Quadratur gefunden. (Vgl. Nataniy dieses Journal, 
Bd. 58, S. 305.) 

§.19. 
Beispiel eines yollständigen Systems. 

Sind Ol, ... a^ irgend n Functionen von Xi, ... x^ und ist 

— ^^« ^^ß 

^^^ ~" dxß dx„ ' 

so bilden die Differentialgleichungen 

(27.) a„irfa?iH Vctan^x,, = (a = 1, . . . n) 

eti» vollständiges System. 

Da dies fttr den Fall, dass die Determinante w*®° Grades |a„^| von 
Null verschieden ist, sich von selbst versteht, so nehmen wir an, in der- 
selben sei m der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten. 
Dann enthält das System (27.) m unabhängige und «— m überzählige 
Differentialgleichungen. Sind 

irgend zwei Lösungen der linearen Gleichungen 

(«•) öaittiH höa,fi, = (a = l, ... I»), 

so ergiebt sich durch Differentiation von 
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nach Xy die Gleichung 

Durch Multiplication mit Aa und Summation nach a erhält man daraus, weil 
ist, die Relation 

welche mit Hülfe der Identität 

dagß daßy daya ^ Q 

dxy T dxa ' dxß 

auf die Form 

gebracht werden kann. Die bilinearen Covarianten der Differentialglei- 
chungen (27.) 

verschwinden also, wenn für die Variablen irgend zwei Lösungen der 
Gleichungen (a.) gesetzt werden, und folglich ist das System (27.) ein 
vollständiges. 

Ueber die Beziehungen, in denen die Integrale der Differentialglei- 
chungen (27.) zu der Differentialgleichung (22.) stehen, werden wir später 
handeln (§. 27). 

§.20. 
Ueber unvollständige Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Ich schliesse diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen über un- 
vollständige Systeme totaler Differentialgleichungen. Nimmt man zu den 
Differentialgleichungen (21.), die den Integrabilitätsbedingungen nicht ge- 
nügen mögen, noch «— m— 1 Differentialgleichungen hinzu (am einfachsten 
ist es, die vollständigen Differentiale von «— m— 1 willkürlichen Functionen 
gleich Null zu setzen), welche zusammen mit (21.) «—1 unabhängige Diffe- 
rentialgleichungen bilden, so ist das so erhaltene System ein vollständiges. 
Es kann aber sein, dass das System (21.) schon durch weniger als «— m— 1 
Gleichungen zu einem vollständigen ergänzt werden kann. Ist r — m (r<n~l) 
die kleinste Anzahl von Differentialgleichungen, welche dies leisten, so 
giebt es r Combinationen, rf/i, ... dfr der m Differentialausdrücke (21.) 

37* 
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und der r—m sie ergänzenden, welche vollständige Differentiale sind; folg- 
lich lassen sich auch umgekehrt die Differentialausdrücke (21.) aus 
d/i , ... dfr linear zusammensetzen 

affUx, + '^'+ai^Ux^ = g['Uf, + -'+g^Ufry 
und es ist klar, dass sie sich insgesammt nicht aus weniger voll- 
ständigen Differentialen zusammensetzen lassen. Die Aufgabe der Inte- 
gration eines unvollständigen Systems besteht darin, die Integrale eines 
vollständigen Systems zu ermitteln, zu welchem jenes durch die möglich 
kleinste Anzahl von Gleichungen ergänzt ist*). 

Die Differentialgleichungen (21.) verbunden mit rf/i = 0, ... dfr = 
bilden ein vollständiges System, welches r unabhängige und m ttberzählige 
Gleichungen enthält. Ist daher (22.) irgend einer der Differentialausdilicke 
(21.) oder eine lineare Verbindung derselben, und ist 

— ^^g daß 

^'^ ■" dXß ö^' 

so müssen nach (24*.) in der Determinante 



(28.) 



öll 


• • öu 


aj" . . 


, . a{»'> 


df, 

dx. 


dfr 


»nl 


• • »n« 






dXn 


dXn 


■ 9 # 9 


• • V V 


. 


. . 


. . 


. 


— »1 


. . -ai"" 


. 


. . 


. . 


. 


dxy^ 

• * # • 




. 


. . 


. . 


. 


dfr . 

dxi 


dfr 

dXn 


. . 


. . 


. . 


. 



alle partialen Determinanten (2r+l)*®'* Grades verschwinden**). Nimmt 

*) Nach §. 13 heisst ^ = a ein Integral des (vollständigen oder unvollständigen) 
Systems (21.); wenn df eine lineare Gombination der Differentialausdrucke (21.) ist 
Die Integrale (in diesem Sinne) werden als simultane Lösungen der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen (23.) gefunden. In einem anderen Sinne von Integralen des unvoll- 
ständigen Systems (21.) zu sprechen, also etwa jede der Gleichungen 7, =*i) >'• fr = ar 
ein Integral zu nennen, halte ich nicht für zweckmässig. Dagegen werde icn sagen, die 
Differentialgleichungen (21.) werden durch die endlichen Gleichungen f^ = a^y .../; = a^ 
integrirt. 

**) Die bilinearen Covarianten der Differentialausdrücke (21.) verschwinden in 
diesem Falle nur für je zwei von gewissen n — r unabhängigen Lösungen der linearen 
Gleichungen (10.)- 
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man also für (22.) die allgemeinste Combination der Differentialansdrücke 
(21.), nnd ist dann in der Determinante (24.), die eine partiale Determinante 
von (28.) ist, 2« der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten, 
so kann r nicht kleiner als s sein. Für den Fall m = 1 wird im folgenden 
Abschnitte bewiesen werden, dass r wirklich gleich s ist 

Wenn es umgekehrt möglich ist, r unabhängige Functionen /i , ... f^ 
so zu bestimmen, dass in der Determinante (28.) alle partialen Determinanten 
{2r+iy^^ Grades verschwinden, so sind auch die Hauptunterdeterminanten 
(2r+2)*«'* Grades Null, z. B. ist, wenn a^ ßy ... « irgend r+1 der Zahlen 
von 1 bis I» bedeuten, 



öa« •• 


0>ae 


o^> 


df, 

dXa 


dXa 


öfa •• 


• ö« 


a^ 


df. 
dx. 


dfr 

dx. 




. . -a^' 








... 


dXa 


dxg 








... 


dfr 

dXa 


dfr 

dXe 








... 



ajr^ 


... a^) 


df. 

dXa 


dxg 


dfr 

dXa 


dfr 

dxc 



= 0. 



Es verschwinden also in dem Elementensysteme 



öl 



1 

IL 



• * » 



... 



a 



M 



df 

dx. 



dfr 



• * . 



dfr 



dx, dx^ 

alle Determinanten (r+l)»«" Grades, und daher sind die r+1 Ausdrucke 

df, 



i:a^^dx„, 2^dx„, 



liS^dx. 



a dXa ^^ a ÖXa 

nicht unabhängig. Da aber die r letzten es sind, so lässt sich der erste 
aus ihnen linear zusammensetzen*) 

a^^dx, + '^' + a^>dx^ = g\^Hf, + *''+g9'^dfr. 



*) Ans der Annahme, die unabhängigen Functionen ^^ ... fr lassen sich so be- 
stimmen, dass in der Determinante (28.) alle partialen Determinanten (2r4-l)*«" Grades 
verschwinden, würde sich diese Folgerung auch dann ziehen lassen, wenn das Zeichen 
Gaß nicht die oben vorausgesetzte Bedeutung hätte , sondern eine ganz willkürliche 
Grosse bezeichnete. Vgl. §. 23, Anm. II. 
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lieber die Transformation linearer Differentialausdrücke erster 

Ordnung. 

§.21. 
Die Invariante p. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir una jetzt zu dem eigent- 
lichen Gegenstande unserer Untersuchung, der Lösung des in §. 1 aufge- 
stellten Problems. Dabei werde ich mich so wenig wie möglich auf die 
Entwickelungen in den §§. 6 — 11 stützen, und sie mehr als Parallele denn als 
Grundlage benutzen, 

In §.2 ist gezeigt, dass zwei Differential ausdrücke (4.) nur dann 
aequivalent sein können, wenn die Formen (7.) und (8.) aequivalent sind. 
Dazu ist aber nach §. 7 erforderlich, dass in der Determinante (15.) der 
bilinearen Covariante W des Differentialausdrucks (1.) der höchste Grad 
nicht verschwindender Unterdeterminanten m derselbe sei, wie in der Deter- 
minante der bilinearen Covariante W des transformirten Differentialaus- 
drucks (1*.) *). 

Wenn der Differentialausdruck (1.) durch die Substitution (2.) in (1.*) 
übergeht, so verwandelt sich der Differentialausdruck Xo^a„dx„ durch die 
nämliche Substitution, verbunden mit a?o = a?o, in xliJSa^dXa. Daher muss 
auch für die Determinante der bilinearen Covariante dieses Differential- 
ausdrucks 



a?oflii 


• • • 


iC(»öln 


Ol 


• 


• • • 


• 


• 


a?oO»i 


• • • 


aJo»«« 


o. 


-o, 


• • • 


-o« 






der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invariant sein, 
welches auch der Werth von a:„ sei. Da aber, wie leicht zu sehen, in 
jeder jiartialcu Determinante eine Potenz von x^t als Factor heraustritt, so 
genügt cH, die unbestimmte Grosse a:„ = 1 zu setzen. 

*) Zuiiäclmt kann man zwar nur schliessen: Unter der Voraussetzung, dass die 
Variablen »rl, . » . h^h mittelgt der Gleichungen (2.*) durch xij ... Xn ausgedrttckt 
werdmt, v^rMisbwindcn in der Determinante ^+a'n, ... a;« alle partialen Determi- 
imriUfi Imj i)^*"** Oradei». Eine Function von n unabhängigen Veränderlichen aber, 
w^b;b» VArM'Jmindct, wenn für dieselben n neue unabhängige Veränderliche eingef&hrt 
w«rd6», munn idoDti»cb Mull sein. 




i 



Frobenius, über das Pfaffsche Problem, 291 

Die beiden gefundenen Invarianten, die höchsten Grade der in (15.) 
und (16.) nicht verschwindenden Unterdetenninanten, lassen sich, wie in 
§. 7, durch eine, ihr arithmetisches Mittel p^ ersetzen. Auch hier wird es 
sich zeigen, dass die Uebereinstimmung der Invariante p nicht nur eine 
nothwendige, sondern auch die hinreichende Bedingung fUr die Aequivalenz 
zweier DiflFerentialausdrücke ist. Nennt man also die Gesammtheit der 
Diflferentialausdrücke , in die sich ein bestimmter transformiren lässt, eine 
Klasse von Differentialausdrücken, so können wir alle Ausdrücke von der 
Invariante p zur p^^^ Klasse rechnen. 

Auch hier wird sich die Nothwendigkeit herausstellen, die Differential- 
ausdrücke von gerader und von ungerader Klasse getrennt zu behandeln. 
Die Kriterien, mittelst deren man diese beiden Fälle von einander unter- 
scheiden kann, sind in §. 7 ausführlich entwickelt*). Um aber Wieder- 
holungen zu vermeiden, werde ich zunächst die Differentialausdrücke gera- 
der und ungerader Klasse zusammen betrachten, wenngleich die folgenden 
Untersuchungen nur für den Fall einer geraden Invariante zum Ziele führen. 

§.22. 
Die zugehörigen partiellen Differentialgleichungen. 

Ich setze voraus, dass in der altemirenden Determinante (16.) iii=2r 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist. In der 
Determinante (15.) kann dann nach §. 7 dieser Grad nur einen der beiden 
Werthe 2r oder 2r--2 haben. Im ersten Fall ist die Invariante/? gerade 
(2r), im anderen ungerade (2r— 1). 

Wenn die Substitution (2.) gegeben ist, so kann man zu jeder 
Function f{xi^ ... x„) die transformirte Function /' (a?!, ... xl,) berechnen. 
Umgekehrt kann man aber auch, falls man eine hinreichende Anzahl von 
Functionen f aufzufinden vermag, zu denen man ohne Kenntniss der Sub- 
stitution (2.) die transformirten Functionen /" anzugeben im Stande ist, die 
Gleichungen /*=/" zur Ermittlung der Substitution (2.) benutzen. Zu sol- 
chen Functionen gelangt man durch folgende Ueberlegung. 

Sind Äi, ... Zk Functionen von o^i, ... o:«, welche durch die Sub- 
stitution (2.) in jsl, ... ^i übergehen, so verwandelt sich der Differential- 
ausdruck 



*) Es sind also diese Kriterien an die Stelle der von Clebsch (Bd. 60, S. 218) 
angegebenen zu setzen, welche nach §. 4, Satz IV nicht richtig sein können. 
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Xo^aadxa+x^^idssi-] \-x^^tdik = ^bydXy 

durch jene Substitution, verbunden mit 

X[) = X^)^ X^^x ^^ ^n+» (^ ^^ ^7 • • • '•) 

in 

a?ü -Tal dx'a + x'^+i rfai + • • • + x^+k di'k . 

Setzt man also 

h — ^frg dbß 

so muss in der Determinante 

(^•) -^i 6(jü6ii • •• 6fifi^fi+i,»+i ' • ' ^«+M+* 

der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten invariant sein. 
Nun ist aber, wenn a, ß Zahlen von 1 bis «, und x, l Zahlen von 
1 bis k bedeuten, 



dz 



6ü = 0, *a = ^ö„+a?«+i-^-i ^'^»+* ö^» *«.+« = 0, 



und daher 



dz\ 



Da folglich in jeder partialen Determinante von (a.) eine Potenz 
von Xo als Factor heraustritt, so genügt es, fl?o = 1 zu setzen. 
Es muss also in der Determinante 
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dx, dXf^ 

der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten derselbe aein, 
wie in der aus dem transformirten System analog gebildeten Determinante. 
Sind Äi, ... Äjfc ganz beliebige Functionen, so wird jener Grad im Allge- 
meinen eine gewisse Zahl / sein. Für specielle Functionen kann er aber 
auch kleiner als / sein, und dann ist er für die transformirten Fonctioneii 
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ebenfalls kleiner als /. Genügen also die Functionen z^, . . . a* den par- 
tiellen Differentialgleichungen, welche ausdrücken, dass jener Grad kleiner 
als / ist , so genügen z'i, ... z'k partiellen Differentialgleichungen , deren 
Coefficienten aus den Grössen a^ und ihren Ableitungen ebenso zusammen- 
gesetzt sind, wie die Coefficienten jener Differentialgleichungen aus den 
Grössen a„ und ihren Ableitungen. Die Anzahl dieser Gleichungen ist um 
so grösser, je kleiner in (y.) der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten ist. Da er nicht kleiner als m sein kann, so wollen 
wir möglichst viele unabhängige Functionen «i , . . . ä* so zu bestimmen 
suchen, dass jener Grad gleich m ist. Auf die nämliche Weise, wie in 
§. 8 ergiebt sich, dass die Anzahl solcher Functionen nicht grösser als r 
sein kann. Ich werde aber zeigen, dass sich stets r unabhängige Functionen 
den gestellten Bedingungen gemäss bestimmen lassen. 

Wir wollen annehmen, es seien bereits * unabhängige Functionen 
Äi , ... Zj, (wo * < r ist und auch Null sein kann) so bestimmt, dass in der 
Determinante (y7) alle partialen Determinanten {m+iy^^ Grades verschwinden. 
Damit dann auch in der Determinante 
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alle partialen Determinanten (m+l)*®^ Grades verschwinden, ist nach der 
Bemerkung am Ende des §. 5 nothwendig und hinreichend , dass f = j5*+i 
den partiellen Differentialgleichungen genügt, welche man aus 



(29.^ 



^,#- + ... + ^, ^^ 



= 



CX^ ' ' " dXn 

erhält, indem man für .4,, ... ^ alle Werthe setzt, die sich für die Un- 
bekannten fix , ... tin aus den Gleichungen 
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die Determinanten (*+l)*®° Grades verschwinden. Die Ausdrücke 

dz. j ^ dzk 



SüadXa^ 2-^dx^^ . . . 



dXa *" * ' * dXa 

wttrden also nicht unabhän^g sein, und da die letzten k es sind, so würden 
sich die Multiplicatoren Zi , ... Z^ so bestimmen lassen, dass 

wäre. Dies erfordert aber, wie in §. 24 nachgewiesen werden wird, dass 
in der Determinante (16.) alle partialen Determinanten (2*+l)^««^ Grades 
verschwinden, ist also unmöglich, so lange k<ir ist 

Da in der Determinante (16.) m der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminanten ist, so befinden sich bereits unter den ersten 
n+l der Differentialgleichungen (30.) m unabhängige, aus denen alle andern 
linear zusammengesetzt sind. Aus diesen lassen sich m—k—l unabhängige 
Differentialgleichungen herleiten, welche die A+1 Variablen oto, 4:„^i, . . . a?»^.^ 
nicht enthalten. Denn die A+1 Gleichungen 

«1 ©!+•••+ ö« <?» = 

sind, wie eben gezeigt, unter einander unabhängig, haben daher n— Ar— 1 
verschiedene Lösungen 

B^^ . . . B^^ (p = l, ... n-*-l), 

welche die Grössen x^^ ar^^i, . . . x^^^ nicht enthalten brauchen und sollen. 
Da die Determinanten (« — *— l)ten Grades der Grössen BS^^ nicht alle ver- 
schwinden, so kann man die Grössen 

B^p . . . B^^^ {a = n-k, . . . n) 

so wählen, dass die Determinante «t«° Grades \Bi^^\ von Null verschieden 
ist. Multiplicirt man nun die n ersten Gleichungen (30.) der Reihe nach mit 

B\^ ... B^, (/3=1, ... »-A-1, «-&,... »), 

so erhält man n Gleichungen von der Form 

{&.) c^irfxiH hc^„rfa?„ = (p = 1, . . . «- &-1), 

[Caidxi-^ h c^n dx^ + c^ dXa + e^,H+i rf^n+i H ^■ ^o,-+* dx^+k = 

(t.) { 

j ((; = « — &,...«), 

welche verbunden mit 

{x.) «1 rfa?! 4- ••• + «„ rfor^ = 

38* 
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die ersten n+l Gleichungen (30.) vollständig ersetzen, da sich auch um- 
gekehrt diese aus jenen linear zusammensetzen lassen. Unter den Glei- 
chungen (ß.)j (i.) und {x.) sind daher ebenso viele unabhängig, wie unter 
den ersten n+1 Gleichungen (30.), also m. Lässt man nun die k+1 Glei- 
chungen (i.) weg, so sind unter den übrigen Gleichungen {&.) und (x.\ 
die von a?«, ar,^.i, ... x^+t frei sind, noch mindestens m — k—l unabhängig. 
Wenn sich aber aus einem vollständigen Systeme von m unab- 
hängigen Differentialgleichungen m— (*+l) unabhängige Differentialglei- 
chungen ableiten lassen, welche k+1 Variable nicht enthalten, und wenn 
sich die gegebenen Differentialgleichungen nach den Differentialen dieser 
k+1 Variablen auflösen lassen, so haben sie m— Ar— 1 verschiedene Inte- 
grale, welche diese k + 1 Variablen nicht enthalten (§. 18). Ist nun f=a 
irgend ein Integral der totalen Differentialgleichungen (30.), so ist f eine 
Lösung der partiellen Differentialgleichungen, die man aus 

erhält, indem man fUr 

der Reihe nach alle verschiedenen Lösungen der Gleichungen 

«.^ + -+a,^ = 0, 

ä^^ + -+öi-^ = Ö (^ = 1,-..*), 

d. h. der Gleichungen («.), setzt (§. 13). Ist / von a:,,, a:,+i, . . . x^^j, unab- 
hängig, ist also 

so gentigt f den partiellen Differentialgleichungen (29.). Dieselben haben 
folglich IM — *— 1 verschiedene Lösungen*). 



*') Für den Fall, dass m=^n+\ ist, also dass n uDgerade und die Determi- 
nante (16.) von Null verschieden ist, verschwiDdet f^ /r==0 die Detenninante {d.) 
identisch, und daher bleibt js, ganz willkürlich. Dies ist aber auch der eineiige FaU, 
in welchem eine der Functionen Zo völlig unbestimmt bleibt Dass dieser Fall insofern 
als ein singulärer zu betrachten ist, hat schon Clebsch (dieses Journal Bd. 60, S. 228) 
bemerkt. 
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Pie Gleichungen {€.\ unter denen m unabhängig sind, haben n+l+k—m 
verschiedene Lösungen. In denselben sind auch die Werthe von « i , . . . «i„ 
unabhängig, da sonst (§. 3.) in dem Elementensystem (^.) die Determinanten 
(k+iy^^ Grades verschwinden würden. Die Anzahl der Differentialglei- 
chungen (29.) beträgt daher n+l+k—m. Da sie «— (ii4-l+*— w) = i»— Ar— 1 
Lösungen haben, so bilden sie ein vollständiges System. Sie werden, wie 
schon oben bemerkt, durch die Functionen a, , ... a^ befriedigt. Sie haben 
daher i»— 2*—l von diesen und von einander unabhängige Lösungen, 
also mindestens eine, so lange k<ir ist. 

Bei diesem Beweise wurde über die Functionen «i, ... a* weiter 
nichts vorausgesetzt, als dass sie unabhängig sind, und dass in der Deter- 
minante (y.) alle partialen Determinanten (i»+l)*o° Grades verschwinden. 
Daher kann man für sif\-i ^ine ganz beliebige jener m--2*— 1 Lösungen 
nehmen. Dann sind «i, ... a^^i unabhängig, und in der Determinante (J.) 
verschwinden alle partialen Determinanten (m+l)^e° Grades. Folglich bil- 
den, falls k+l<Zr ist, die den Differentialgleichungen (29.) analogen par- 
tiellen Differentialgleichungen, denen Zk^2 genügen muss, wieder ein voll- 
ständiges System und haben eine von äi, ... Zj,^i unabhängige Lösung. 



§. 23. 
Die reducirte Form der Differentialausdrttcke erster Ordnung. 

Damit ist der Beweis gefllhrt, dass sich r unabhängige Functionen 
jsi , ... Zr so bestimmen lassen , dass in der Detenninante 



(31.) 



a 
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dir 
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alle partialen Determinanten (m-f- 1)^®" Grades verschwinden (S. unten Anm. I). 
Daher sind auch die Hauptunterdeterminanten (m + 2)^®° Grades Null : z. B. ist, 
wenn a, ß ... e irgend r+1 verschiedene Zahlen von 1 bis n sind: 
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a. 


. , . Og 


a=. 


dz, 


dXa 


dxg 


dir 


• • • 

dir 


'dxa 


dxg 



= 0, 



dXa OXf 

Es yerschwinden also alle Determinanten (r+l)^«'' Grades des Systems (S. 
unten Anm. II) 



(«.) 



Ol 
dx^ 



• • • 






dx^ 



dx» 



und folglich sind die r+1 Ausdrücke 

öi<teiH l-önrf^ii = 2adx 

nicht unabhängig. Da aber die r letzten es sind, so lassen sich (und zwar 
nur durch Auflösung linearer Gleichungen) die Multiplicatoren ä^+i , . . . äj^ 
so bestimmen, dass 

(32.) 2adX = Ä^^irfÄi + '«'+Ä2rrfÄr 

ist. Die Functionen «i, ... ä^, mit deren Hülfe wir die Substitution (2.) 
abzuleiten gedachten, haben uns also zunächst zu einer eigenthümlichen 
Umgestaltung des Diflferentialausdrucks (1.) geführt. Ehe wir daraus weitere 
Folgerungen ziehen, wollen wir das gefundene Resultat umkehren. 

Anm. I. Wenn es sich um die Integration der Differentialgleichung 
JSadx = handelt, so scheinen mir die beiden folgenden Wege, der eine 
analytischer, der andere algebraischer Natur, die einfachsten zu sein. 

Nach §. 20 besteht die Integration dieser Differentialgleichung darin, 
dass sie durch die möglich kleinste Anzahl von Gleichungen zu einem voll- 
ständigen System ergänzt, und dieses integrirt wird. Sind «1 = ^1, ... ss^^^r 
die Integrale eines solchen vollständigen Systems, so sind ;Sj , . . . 3^ so zu 
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bestimmen, dass in der Determinante (28.), welche für den Fall einer 
Differentialgleicliung in (31.) übergeht, alle partialen Determinanten (2r+l)ten 
Grades verschwinden. Dass dies möglich ist, falls 2r den höchsten Grad 
nicht verschwindender Unterdeterminanten in (16.) bedeutet , ist in §. 22 
nachgewiesen. 

Oder noch einfacher: Die gegebene Differentialgleichung integriren 
heisst, die kleinste Anzahl vollständiger Differentiale rfjSi , ... dzr angeben, 
welche verschwinden müssen , damit 2a rfa? = ist. Bedeuten d und d 
Differentiale nach zwei Eichtungen, so sind also 



n. n (p = 1, . . . r) 

die kleinste Anzahl congruenter linearer Relationen, (deren linke Seiten 
vollständige Differentiale sind) die zwischen den Differentialen der unab- 
hängigen Veränderlichen bestehen müssen, damit 

und daher auch 

d2{adx)'-d{2a(ix) = Sa^ßdx^Sxß = 

ist. Die allgemeinste algebraische Lösung dieser Aufgabe (bei der von der 
Bedingung abgesehen ist, dass die linken Seiten jener Relationen voll- 
ständige Differentiale sein sollen) ist in §.9 entwickelt. Sie kommt auf 
die Auflösung einer Anzahl linearer Gleichungen (§. 8, {ß-.)) zurück. Es 
ist nun merkwürdig, dass sie zugleich die analytische Lösung des Pfaff- 
sehen Problems in sich schliesst, d. h. dass die partiellen Differentialglei- 
chungen (29.), welche an die Stelle jener algebraischen Gleichungen treten, 
sämmtlich vollständige Systeme bilden, wie in §. 22 gezeigt ist. Unterlässt 
man diesen Nachweis, so löst man also nicht das Pfaffsche Problem, sondern 
eine damit verwandte algebraische Aufgabe. 

Anm. n. Clebsch beweist (dieses Journal Bd. 61, S. 151.) diesen 
Satz für den Fall m = n durch Multiplication dreier Determinanten und 
legt grosses Gewicht auf seinen Beweis. Wie man aber sieht, ist jene 
Multiplication ganz unnöthig. 

Uebrigens lässt sich auch die Bemerkung, welche Clebsch (dieses 
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Journal Bd. 61, S. 165) für m = « machte auf beliebige Wertbe von m aus- 
dehnen. Seien Caß irgend n^ Grössen, die der Bedingung gentigen, dass in 
der Determinante 



• • 


• t • 

• • 


• • 


Ol 

• • 


C-i 


• • • 


c,. 


«. 


O, 


• • • 


o. 






m der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist, und sei 
M eine von Null verschiedene partiale Determinante i»*®° Grades. Es möge 

femer möglich sein, r(> *" ^ ) unabhängige Functionen «i, ... «r so zu 

bestimmen, dass in der Determinante C, die man aus (31.) durch Ersetzung 
von üaß durch c^ß erhält, alle diejenigen partialen Determinanten {m+V)^^ 
Grades verschwinden, deren Elemente man erhält, indem man zu denen 
von M die irgend einer Zeile und Colonne von C hinzusetzt. Nach dem in 
§. 4 citirten Satze des Herrn Kronecker verschwinden dann alle partialen 
Determinanten (m+l)^«'^ Grades, also auch die (2r+2)t®» Grades. Daraus 
folgt dann, wie oben, dass in dem System (a.) alle Determinanten (r+l)^«^ 
Grades verschwinden. 

Die hier mit c^ß bezeichneten Grössen sind flir den Fall i» = « nicht 
mit denen identisch, die Clebsch 1. c. mit b^ß bezeichnet, sondern sind die 
Elemente des adjungirten Systems. {Baüzer, Det. §. 6.) 

§.24. 
Allgemeinste Transformation eines Differentialausdrucks in die reducirte Form. 

Seien ä,, ... z^ irgend m = 2r Functionen von Xj, ... a?„, die nicht 
unabhängig zu sein brauchen, und sei 

also 

«a - f «»-^e-ä^ 

und daher 

_ dag daß ^y^f ^^e ^^r-j-g dzr^g dz^ \ 
"^ dxß dxa (j ^ dxa dxß dxa dxßy 

Durch Zusammensetzung der beiden Elementensysteme 
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dx. 
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... -1 ... 
erhält man daher die Determinante 
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(33.) 
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... 
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m 

Da von jenen beiden Elementensystemen jedes nur m Colonnen enthält, so 
müssen in dieser Determinante alle partialen Determinanten (m+iy^^ Grades 
verschwinden. Daraus ergeben sich die partiellen Differentialgleichungen 
fllr Ä^+i, ... Ä2r, welche für den Fall m = n von Clebschy dieses Journal 
Bd. 61, S. 150, angegeben sind. Femer zeigt sich, dass, wenn in der De- 
terminante (16.), einer Unterdeterminante von (33.), nicht alle partialen 
Determinanten (2r 4-1)^««^ Grades verschwinden, der Ausdruck (1.) nicht auf die 
Gestalt (32.) gebracht werden kann, ein Resultat, von dem bereits in §. 22 
(Formel 17.) Gebrauch gemacht wurde. Endlich folgt, dass, wie auch der 
'Differentialausdruck (1.) auf die Gestalt (32.) gebracht sei, immer äi, ... «^ 
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80 bestimmt werden müssen, dass in der Determinante (31.), einer ünter- 
determinante von (33.), alle partialen Determinanten (m+l)ten Grrades ver- 
schwinden. Dnrch das in §. 22 gelehrte Verfahren werden also atte Func- 
tionen «1, ... z^ gefunden, mittelst deren der DifFerentialausdruck (1.) auf 
die Gestalt (32.) reducirt werden kann. 

§. 25. 
Die Aequivalenz der Differentialausdrtteke von gerader Invariante p = 2r. 

Wir haben den bisherigen Untersuchungen die Annahme zu Grrunde 
gelegt, dass in der Determinante (16.) der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminanten i» = 2r ist. Unter dieser Voraussetzung ist die 
Invariante p des Differentialausdrucks (1.) entweder 2r oder 2r— 1. Diese 
beiden Fälle wollen wir jetzt genauer discutiren. 

Ist p = f» = 2r, so sind in der Determinante (15.) die partialen 
Determinanten 2r^^ Grades nicht alle Null. Da dieselbe durch Zusammen- 
setzung der beiden Systeme 



und 



, V dz. dir dZr+i ÖÄ^r , - . 



dZr^l ^^^ d%2r dz, dZr (ß^\ \ 

dxß *" dxß dxß dxß v/ "" j • • • / 



entsteht (Vgl. Clebsch, Bd. 60, S. 203), so können in keinem derselben 
alle Determinanten 2r^^^ Grades verschwinden, und folglich sind die 2r 
Functionen «i , . . . z^ unabhängig. 

Hat nun der Differentialausdmck (1*.) ebenfalls die Invariante p = 2r, 
so muss er sich in derselben Weise, in der sich (1.) auf die Form 

(32.) ^adx = 2:;«r+^rf«, 

bringen lässt, auf die Gestalt 

(32*.) JSa'dx' = 2:z'dz' 

reduciren lassen, wo «1, ... z^ ebenso wie z^ ... z^ unter einander un- 
abhängig sind. Die Substitution 

(34.) «^ = «^1 (^=1, ... m), 

durch welche weder die Veränderlichkeit von a?, , . . . x^ noch die von 
a?l , ... x'n beschränkt wird, fllhrt also die beiden Differentialausdrücke (1.) 
und (1*.) in einander über. Die Uebereinstimmung der Invariante p = 2r 
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ist also die hinreicheDde Aequivalenzbedingung. Sind jsj , . . . ^m unab- 
hängige Veränderliche, so ist demnach der Ausdruck 

(35.) «r4l^«l+*'"+*2rrf«r? 

in welchen sich alle Differentialausdrucke der Invariante 2r transfonniren 
lassen, eine reducirte Form (im Sinne der Zahlentheorie), insofern er die 
Aequivalenz aller Formen der Invariante 2r in Evidenz setzt, und darf 
daher mit Recht als Repräsentant der Differentialausdrücke 2r*®^ Klasse 
hingestellt werden. 

Bringt man (1*.) in einer bestimmten und (1.) in der allgemeinsten 
Weise auf die reducirte Form, so stellen die Gleichungen (34.) die allge- 
meinste Transformation *) der beiden aequivalenten Differentialausdrücke in 
einander dar, was sich auf die nämliche Weise, wie in §. 11 beweisen 
lässt. Jede Substitution, welche (1.) in (1*.) überführt, kann daher auf 
eine solche Form gebracht werden, dass sie nur p nothwendige, dagegen 
n—p überflüssige Gleichungen enthält. 

Nehmen wir aber an, dass die Livariante p des Differentialausdrucks 
(1.) gleich m— 1 = 2r— 1 ist, so sind in der Determinante (15.) alle par- 
tialen Determinanten 2r^° (und (2r— l)*^^) Grades Null. Daher müssen 
«ueh in dem Systeme («.) alle Determinanten 2r*«° Grades verschwinden, 
und folglich besteht zwischen «i, ... j»^ eine Relation**). Dieselbe ent- 
hält, weil i5i, . . . Sir unabhängig sind, eine der Grössen Zr+i^ • . . Hm^ etwa 
j$^, lässt sich also auf die Form 



*) Von den TransformationeD der reducirten Form in sich selbst will ich hier we- 
nigstens eine, der Le^endreschen Substitution analoge, erwähnen. Ist x eine bestimmte 
der Zahlen von 1 bis r und 

^1 — — ^x> 

80 ist 

dz, = 2:-^nd^^^±^+2:-^^^dz,' 



Daraus ergiebt sich die Gleichung 






deren rechte Seite , da d ''"*'* = ist, nur aus r Gliedern besteht. In Folge dessen 



2i 



geaUgen die Quotienten -^^^ den nämlichen partiellen Differentialgleichungen wie die 

Functionen z^ selber. 

^ Bestände zwischen z^, ... Sm mehr als eine Relation, so würden in dem 
Systeme (a.) alle partialen Determinanten (2r— l)*«"" Grades Null sein« Es yer- 

39* 
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bringen. Wird nun ein anderer Differentialausdmck (1*.) von der In- 
variante 2r— 1 auf die Form (32*.) gebracht, wo 

«1 = /'(^i? • • • *L-i) 

ist, so wird f im Allgemeinen eine andere Function als f sein. Dann 
würden sich aber die Gleichungen (34.) widersprechen und keine Trans- 
formation der beiden DiflFerentialausdrücke in einander bilden. Da folglich 
der eingeschlagene Weg nur für Differentialausdrücke gerader Klasse zum 
Ziele führt *), so wollen wir versuchen, den Fall einer ungeraden Invariante 
auf den einer geraden zurückzuführen. 

§.26. 
Die Aequivalenz der Differentialausdrucke von ungerader Invariante p = 2r-{-i. 

Wir nehmen jetzt an, dass der höchste Grrad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten in der Determinante (15.) gleich m = 2r, in (16.) aber 
gleich i»+2 ist, dass also die Invariante p des Differentialausdrucks (1.) 
gleich 2r+l ist. Um diesen Fall auf den einer geraden Invariante zurück- 
zuführen, wollen wir «i, . •^. a^ so ändern, dass der höchste Grad nicht 
verschwindender Unterdeterminanten in (15.) gleich m bleibt, in (16.) aber 
ebenfalls m wird. Die erste Bedingung wäre erfüllt, wenn die Elemente 
Oaß der Determinante (15.) ungeändert blieben. Dies ist nur dann der Fall, 
wenn ai , . . . a^ um die partiellen Ableitungen einer Function a,j von Xi^ ... x^ 

dz 

geändert werden, also a„ durch «a— ^-^ ersetzt wird. Wir wollen also 



schwänden also alle Determinanten 2r*''" Grades in den beiden Systemen 

•^^—^— ... — ^— — — ■ — — ... ^— ___ • • . . •— . ... ■ I . 

dx^ öj?, dx^ öxj ^x^ da?, dx^ dx^ 

3», OZr dZr^i dZ7r ^Är+l Ö^^r fiz. dZr 

-^—^— ... — ^^— ... ■ ... I 1 1 ————. . . • 1 ■ ■ 

dxn dxn dxn dxn dx^ dxn dx^ dxn 

... ^+1 Z2r ^r+l • • • 22r . • . 

und daher auch in der aus ihnen zusammengesetzten Determinante (16.), widerf^die 
Voraussetzung. Dieser Beweis ist an die Stelle des unrichtigen Beweises von Clebsck 
(Bd. 60, S. 218) zu setzen. 

*) Zur Integration der DiiTerentialgleichung I!adx=-0 ist die angegebene Me- 
thode auch im Falle p = 2r — 1 brauchbar, und stimmt mit der zweiten Methode ton 
Clebsch (Bd. 60, §. 10^ S.224) überein. Clebsch hebt nicht deutlich genug hervor, dass 
auf diesem Wege der Differentialausdruck (1.) im Allgemeinen nicht in der Weise 
auf die Gestalt (.32.) gebracht wird, dass die Relation (ß.) die Form js^ = i hat 
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versuchen, eine Function a,, so zu bestimmen, dass in der Detenninante 



(36.) 
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dx^ 



^n\ 



• • • 
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(«-£) 



"(^^•"öir) ■ • ' ""(''-•" öä) 







alle partialen Determinanten (m +1)*«" Grades verschwinden. Gelingt dies, so ist 



ö«. 



(a.) (öi-^)rfa?|H ^(^»-"äl^)^^'« = -S'arfrr— rf«o 



öo:. 



ein Differentialausdruck 2r^^^ Klasse. Es lassen sich also m unabhängige 
Functionen «i, . . . a^ so ermitteln, dass 

(37.) 2adx = rf«o+2:I«r+erf«e 

ist. Die r Functionen äi , ... «r sind so zu bestimmen, dass in der Deter- 
minante 



(38.) 
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alle partialen Determinanten (m+l)*®° Grades verschwinden. Die Functionen 
«r+i 7 • • • «2r werden dann durch Auflösung linearer Gleichungen gefunden. 
Dies ist zugleich die allgemeinste Weise den Differentialausdruck (1.) auf 
die Form (37.) zu reduciren. Denn aus (37.) folgt, dass (a.) ein Diffe- 
rentialausdruck 2r^«r Klasse ist. Daher muss a„ so bestimmt werden, dass 
in (36.) alle partialen Determinanten {m-^-iy^^ Grades verschwinden. Ist 
aber a„ gefunden, so ergiebt sich die Behauptung aus §. 24. Es kommt 
also alles darauf an, zu beweisen, dass eine den gestellten Bedingungen 
genügende Function äo existirt, und anzugeben, wie man alle derartigen 
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Functionen findet Dabei will ich gleich allgemeiner zu Werke gehen und 
zeigen, dass sich die r+1 Functionen js^j «i? • • • ^r in beliebiger Reihen- 
folge so bestimmen lassen, dass j5i , ... Zr unabhängig sind und in (38.) alle 
partialen Determinanten (m+l)^®« Grades verschwinden. Auf dem in §.22 
angegebenen Wege findet man in der allgemeinsten Weise äi, ... Zr, wenn 
j5o bekannt ist, und allgemeiner js^+i, ... ss^ (ä<0? nachdem äi, ... »^ 
und dann Zo ermittelt sind. Daher bleibt nur übrig zu zeigen, 1) dass man 
auch ohne zuerst Zo zu ermitteln, die Functionen Zi^ Z2, ... den gestellten 

■ 

Bedingungen gemäss bestimmen kann, und 2) dass man, nachdem k dieser 
Functionen gefunden sind (wo k eine der Zahlen von bis r ist), immer 
noch passende Werthe für Zo anzugeben im Stande ist. Zu dem Ende 
genügt es offenbar, die folgenden beiden Behauptungen zu beweisen. 

Angenommen, k unabhängige Functionen «i , ... Zj, (wo k auch Null 
sein kann) seien bereits so bestimmt, dass in der Determinante 
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alle partialen Determinanten (m+l)^®'^ Grades verschwinden. Dann kann 
man 1), so lange k<Zr ist, eine von «i , ... Zk unabhängige Function Zk^i 
so bestimmen, dass auch in der Determinante 
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alle paiüalen Determinanten (m+l)*«" Grades verschwinden, 2) Wenn A-^r 
ist, eine Function 2o so bestimmen, dass in der Determinante 
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alle partialen Determinanten (m+l)*®" Grades verschwinden. 

Da in der Determinante (/?.) m der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten ist, so haben die Gleichungen 



dz. 



dzi 



(e.) 



a«itti+---+a^ti»+-^M»+i+--- + -^— «,+t = (a = l, ... n) 



dxt 



oZm . dZfc 



\^x^ 



Hi-j- •••-{- 



dx» *• 



= (;^=1, ... Ä) 



« + Ä— m verschiedene Lösangen. In denselben sind auch die Werthe von 
M, , ... Un unabhängig. Denn sonst würden (§. 3) in dem System 

dz, dzk 



it) 



dx, 



... 



dXa 



(a = 1, ... n) 



alle Determinanten /r^° Grades verschwinden, während doch «i , ... Zj, als 
unabhängig vorausgesetzt sind. 

1) Damit nun auch in (y.) alle partialen Determinanten {m+1)^^ 
Grades verschwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass f^Zj^^^ den 
n + k—m partiellen Differentialgleichungen genügt, welche man aus 

(^0 ^i-#-+...+^^4L = 



dx. 



^" dx. 



erhält, indem man für -4i, ... A^ der Reihe nach alle Werthe setzt, die 
sich für fii , . . . fi„ aus den Gleichungen {e.) ergeben. Diesen Differential- 
gleichungen genügen aber alle von x^^i , . . . a:^^.* freien Functionen, welche 
gleich willkürlichen Constanten gesetzt, Integrale der totalen Differential- 



308 Frobenius, über das Pfafscke Problem. 

gleichungen 

\ a„idxi-\ ha„</x,+ 5z^<fe,+,H \-^dx,+t=^0 (o= 1. ... n) 

bind. Bedeuten a, ß Zahlen von 1 bis n und x, X Zahlen von 1 bis k, 
und setzt man 



tmd 



so ist 



t dbg dbß 



Daher können die Differentialgleichungen (&.) in der Form 

(a = 1, ... «, II +1» • • • » + *) 

geschrieben werden. Nach §. 19 folgt daraus, dass sie ein vollständiges 
System bilden. 

Da in dem System (^.) nicht alle Determinanten k^^^ Grades ver- 
schwinden, so lassen sich die Differentialgleichungen {&.) nach <&«+!, . . . dx.+t 
auflösen. Unter den Differentialgleichungen (&.) und zwar bereits unter 
den n ersten sind m unabhängig. Aus ihnen lassen sich, wie in §. 22, 
m--k von den Variablen x^^i^ ... x^^j, freie herleiten. Nach §. 18 haben 
sie daher m—k von diesen Variablen freie Integrale. Da folglich die 
n—im — k) partiellen Differentialgleichungen (ij.) m — k una})hängige Lö- 
sungen haben, so bilden sie ein vollständiges System. Zu jenen w— ä Lö- 
sungen gehören nach den letzten k Gleichungen {€.) die Functionen äi, ... ä^. 
Die Differentialgleichungen (17.) haben daher m — 2A? von diesen und unter 
einander unabhängige Lösungen, also mindestens zwei, so lange k<Cr ist. 

2) Damit in der Determinante (J.) alle partialen Deteiminanten 
(m-\'\y^^ Grades verschwinden, ist es noth wendig und hinreichend, dass alle 
Wr.rthc von «j, ... u^, welche den Gleichungen (c.) genügen, auch die 
(ilcichung 

(.,_^).,+...+(„._^>. = o 
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befriedigen, oder wenn 


man 














(1.) 


«1«! 


+ •• 


•+«««» = 


= U 


setzt, die 


Gleichung. 


dx. 


«, + • 


•• + 




U. 



Es muss also x = «o dem System nicht homogener linearer partieller DiflFe- 
rentialgleichungen Genüge leisten, das man aus 

(;,.) A,^ + -.- + A^ = A 

erhält, indem man für i4, Ai^ ... -4, der Reihe nach alle Werthe setzt, 
die sich aus den Gleichungen (c.) und (i.) für ti, tii , ... u^ ergeben. Denkt 
man sich x als Function von a?!, ... x^ durch eine Gleichung f{x, (Ti, . .. x^) = « 
bestimmt, so genügt f dem System homogener partieller Differentialglei- 
chungen 

Man muss also alle Lösungen dieser Differentialgleichungen ermitteln, welche 
X wirklich enthalten. Setzt man eine solche einer Constanten gleich, so 
ist sie (§. 13) ein von x^^i^ ... x^^j, freies Integral des Systems totaler 
Differentialgleichungen, das von den Gleichungen (S-.), verbunden mit 

(i.) airfa?!-! [-a^dx^—dx = 

gebildet wird. Man erhält also jede Lösung der partiellen Differential- 
gleichungen {x.\ indem man ein Integral der totalen Differentialgleichungen 
(ß.) und (i.), das die Variable x, nicht aber Xn^i , . . . x^^j, enthält, nach x 
auflöst. 

Die totalen Differentialgleichungen {&.) haben m unabhängige Inte- 
grale, von denen m— & 

von x^+i, . . • Xn^k frei sind. Nachdem sie ermittelt sind, werden nach §. 18 
ftr ^»+1 , • • • ^n-{k durch Quadraturen Ausdrücke von der Form 

gefunden, in denen /\, ... /i Functionen von a?!, ... x^ sind. Die w— & 
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Gleichungen (jti.) und die k Gleichungen (v.) bilden m unabhängige Integrale 
der Differentialgleichungen (ß-.). Wegen der Unabhängigkeit von /i^i, ••• A» 
ist es möglich n—im—k) Functionen u, r, ... der Variablen x^ ... x^^o 
zu wählen, dass fi,^i^ .,. f^^ u, e, ... n unabhängige Functionen dieser 
Veränderlichen sind. Dann sind auch umgekehrt aji , ... x^ Functionen 
jener Grössen, oder wegen (ji.) allein von u, r, ..., und mittelst der Glei- 
chungen (v.) lassen sich auch a:,+i, ... Xn^k durch diese Variablen aus- 
drücken. Die so bestimmten Functionen der Veränderlichen u^ r, ... ge- 
nügen den Gleichungen 









Multiplicirt man die ersten n Gleichungen der Reihe nach mit -^ , . . . ~ 
und addirt sie, so erhält man in Folge der letzten k Gleichungen 

oder 

■^(^'■.^)-^(^''.^) = »■ 

Daher wird aida?i-f--+a«rfa:, ein vollständiges Differential, wenn man für 
X, , ... x^ ihre Ausdrücke in ti^ r ^ ... setzt Durch Integration der Diffe- 
rentialgleichung (i.) ergiebt sich also eine Gleichung von der Form 

oder weil u, e, ... Functionen von a?i, ... x^ allein sind 

X = (p {Xi 9 • . • iPn) 4" ^» 

Die so gefundenen Functionen q> sind die sämmtlichen Lösungen des Systems 
partieller Differentialgleichungen (x.). 

Da nunmehr die obigen Behauptungen beide bewiesen sind, so ist 
klar, dass man in beliebiger Reihenfolge die Functionen «o? Äi,...Är so be- 
stimmen kann, dass in (38.) alle partialen Determinanten (m+l)*®° Grades 
verschwinden. Man kann z. B. erst «i , . .. z^ bestimmen und findet dann 
J5„ durch eine Quadratur. Dies ist die von Clebsch (Bd. 60, §.9, S. 222) 
angegebene Methode. 

Aus der Gleichung (37.) ergiebt sich 
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und daher 



a 



aß 



= 2: 



d%Q d&r-\-g Ö^r+p ds^ 



Q dxa dxß dxa dxß 

Folglich entsteht die Determinante (16.) durch Zusammensetzung der beiden 
Systeme 

dZr 



^^0 ^^1 , , , ^^^ dZr^x ^ ^ ^ d:b2r ^»p r^ ^^r-fl 



ÖÄ. 



ÖJ5, 



dZ2r dz. 



dx^ dXj dx^ dx^ 



dx. 



dx. 



dx. 



dx^ öxj 



dx. 






^_ -1- 11 • • t 

dXn dXn dXn 



dz^r 9*1 



10 



• • t 







'r+1 



Z^r 



1 z 



H-i 



Ä2r 



dXn 





dXn 

0. 



Da in (16.) der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten 
gleich m+2 ist, so können in keinem dieser beiden Systeme alle Deter- 
minanten (m+2y^^ Grades gleich Null sein. Demnach können in dem 
Systeme 



dz^ dz, 

dXa dXa 



dz 



m 



dx. 



(a = 1, ... n) 



nicht alle Determinanten (m+l)*en Grades verschwinden und folglich sind 
die m+1 Functionen «„, ä^, ... z„^ unter einander unabhängig. 

Nunmehr lassen sich aus der Gleichung (37.) die nämlichen Folge- 
rungen ziehen, wie in §. 25 aus der Gleichung (32.). Alle Differential- 
ausdrUcke von der Invariante /i = 2r+l sind äquivalent. Ihre reducirte 
Form ist 

(39.) dZo+Zr^idSSi + '"+Z2rdZr. 

Sie bilden die (2r+l)*ö Klasse, Aeren Repräsentant der Ausdruck (39.) ist, wenn 
in demselben äo, «i, . . . z^r unabhängige Veränderliche bedeuten. Die allge- 
meinste Transformation zweier DiflFerentialausdrücke p^^^ Klasse in einander 
wird gefunden, indem man den einen in einer bestimmten, den andern in der 
allgemeinsten Weise auf die reducirte Form bringt, und dann die p Variablen 
der einen reducirten Form denen der anderen der Reihe nach gleichsetzt. 
Jede Substitution, welche einen Differentialausdruck p^^^ Klasse in einen 
anderen überfuhrt, kann auf eine solche Form gebracht werden, dass sie 
nur p nothwendige, dagegen n—p überflüssige Gleichungen enthält. 

Damit ist die Eintheilung der linearen Differentialausdrttcke erster 
Ordnung in Klassen vollendet. Die Differentialausdrücke erster Klasse sind 
die vollständigen Differentiale; ihr Repräsentant ist dz^. Die zweiter Klasse 
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können durch einen Factor zu einem vollständigen Differentiale gemacht 
werden; ihr Repräsentant ist ÄjrfÄi? wo «i und Zt unabhängig sind. Sind 
Äo , Äi , ... »2r unabhängige Veränderliche, so repräsentirt (35.) die Differen- 
tialausdrttcke 2r^^ und (39.) die (2r+l)wr Klasse. 

§. 27. 
Transformation eines Differentialausdmcks in einen anderen mit weniger Variablen. 

Clebsch hat gezeigt (dieses Journal, Bd. 61, S. 147), dass ein Diffe- 
rentialausdruck Gl dxi+ • • • + a,n dXm, für welchen die Determinante -2* + On . . . a^ 
von Null verschieden ist, also m eine gerade Zahl (= 2r) ist, auf die Form 
&r-^idSi+'*'+Z2rdZr gcbracht werden kann, in der j5i, ... ä„ unabhängige 
Functionen von a?i , ... x^ sind. Wenn man dieses Resultat als bekannt 
voraussetzt, so lässt sich der Beweis des Satzes, dass für irgend zwei Diffe- 
rentialausdrticke die Uebereinstimmung der Invariante p die hinreichende 
Aequivalenzbedingung ist, leicht in der folgenden Weise fuhren, die eine 
Erweiterung der ursprünglichen Pfaffhchen Methode ist (Vgl. §. 12). 

Ist in der Determinante (15.) m(= 2r) der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten, so enthält das nach §. 19 vollständige 
System 

(27.) a^idxi + "'+a„^dx^=^0 (« = 1, ... n) 

m unabhängige Differentialgleichungen, und hat m unabhängige Integrale 
y^ = /9^ (a = 1, . . . m). Es ist nun möglich die n—m Functionen y^ (v = m + 1, . . . «) 
der Variablen Xi^ ... x^ ^o zu wählen, dass yi, ... y«. i» unabhängige 
Functionen sind. (Ist z. B., was ohne Beschränkung der Allgemeinheit an- 
genommen werden kann, -2* + «u • • • »mm von Null verschieden, so sind (§. 18) 
yi ? • • • t/m) als Functionen von a?i , ... x^ betrachtet, unabhängig, und daher 
kann man yy = x^ (y = m+l, ... ») setzen.) Dann sind Xi^ ... x^ n unab- 
hängige Functionen von y i , ... y^ , welche den Gleichungen 

genügen. Nun gehe der Differentialausdruck (1.), wenn yi , ... y^ als un- 
abhängige Variable eingeführt werden, in 

(ß.) 2:adx = b,dyi + '^' + b„,dy^-\'b^^idy^^i+''' + b^dyn=^^b^dy^-]'2;bydyy 
über, wo 
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(y.) b^^Sa^ (/ = 1, ... «) 

ist, fi (hier wie im Folgenden) die Zahlen von 1 bis in, v die von m+1 
bis n durchläuft Multiplicirt man die Gleichung (a.) mit -3-^ und summirt 
man nach a von 1 bis n^ so erhält man 

oder' 

öyy ^ öjy / öyy \ dyy ) 

odeif endlich nach (y.) 

Es j^erschwindet also b^ß^ wenn eine der Zahlen a oder ß grösser als m 

ist./ Von den partialen Determinanten m^®'^ Grades der Determinante vf^^ 

fades l^a^l kann daher nur -2*+6u--.6mm = ^ von Null verschieden sein. 

4i aber (§. 21.) in \^aß\ der höchste Grad nicht verschwindender Unter- 

feterminanten ebenso gross ist, wie in | ^a/s | ? &lso gleich m^ so muss £ von 

[ull verschieden sein. Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden: 

/ 1) Der Ausdruck (1.) lasse sich linear aus den Ausdrücken (27.) 

' zusammensetzen. Dann ist (§. 7) auch in der Determinante (16.) m der 

höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten, und die Invariante 

# 

p ist gleich 2r. 

Aus den Gleichungen (a.) folgt in diesem Falle 



Nach Formel (J.) ist daher 

d6 



2^ = 



und nach Gleichung (/?.) 

wo 61 , ... b^ nur die Variablen yi , ... y„, enthalten, und die Determinante 
B von Null verschieden ist Nach dem als bekannt vorausgesetztem Satze 
von Clebsch lassen sich daher m (= 2 r) unabhängige Functionen äi , . . . ä„, von 
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yi, . . . y^ SO bestimmen, dass 

ist Drückt man j(i, ... f/m durch x^ ... x^ aus, so sind z^ . . . s^ m un- 
abhängige Functionen von Xi^ ... a?«, welche der Gleichung 

(32.) JSadx = JllZr-i-ffdz^ 

genügen. 

2) Der Ausdruck (1.) lasse sich nicht linear aus den Ausdrttcken 
(27.) zusammensetzen. Dann ist in der Determinante (16.) m+2 der höchste 
Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten , und die Invariante h ist 
gleich 2r4-l. Die Gleichungen (J'.) zeigen, dass Sb^dy^^ wenn yi, . .i. jf, 
als constant betrachtet werden, das vollständige Differential einer Funftion 
j5o von j(i , ... y^ ist, dass also 

dz 

und daher nach Gleichung (ß.) 

(C.) 2adx = dZi,+ 2c^dy^ 

ist, wo 

gesetzt ist Da nach den Formeln (c.) und {rj.) 

dbfj dby dCfji 



dyy dy^ dy, 

ist, so ergiebt sich aus Gleichung {ß.) 

-^ = 

Die Functionen Ci , ... c^ hängen also nur von y^ , ... y^ ab. Sind femer 
a und /9 beide kleiner als m, so ist nach Formel (ij.) 

Folglich ist die Determinante 
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also von Null verschieden. Daher lassen sich m unabhängige Functionen 
«i , ... Ä« von ji , ... tjr,, so bestimmen, dass 

und folglich nach (^.) 

(37.) JSadx = rfÄ„+2;jÄ^+^rfÄ^ 

wird. Die Unabhängigkeit der m+1 Functionen ä«,, jSi, ... «^ ist schon 
in §. 26, S. 311 aus der Voraussetzung bewiesen, dass in der Determinante 
(16.) m+2 der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ist 

Zürich, im September 1876. 



Druck fehler, 
S. 231, Z. 15 statt „in einer Determinante" lese man „in einer schiefen Determinante.' 
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Bemerkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges. 

(Von Herrn R. Lipschits in Bonn.) 



1. 

1/ie gesammelten mathematischen Werke Riemanm^ deren Herans- 
gabe ein bleibendes Verdienst der Herren R. Dedekind nnd H. Weber bildet, 
enthalten die in lateinischer Sprache verfasste Beantwortung einer im Jahre 
1858 gestellten Aufgabe der Pariser Akademie über ein Problem der Wärme- 
vertheilung, durch welche Arbeit die Schrift Riemann^ über die Hypothesen, 
welche der Geometrie iu Grunde liegeti, auf das merkwürdigste ergänzt wird. 
In dem zweiten Theile der erwähnten Arbeit entwickelt Riemann die Bedin- 
gungen dafür, dass eine gegebene quadratische Form von n Differentialen, 
deren Coefficienten beliebige Functionen der n betreffenden Variabein sind, 
in eine Form mit constanten Coefficienten transformirbar sei, und fasst diese 
Bedingungen dahin zusammen, dass bei einer gewissen nach zwei Systemen 
von Differentialen quadratischen und zu der gegebenen Form covarianten 
Form, die am angeführten Orte pag. 382 mit (H.) bezeichnet ist, die sämmt- 
lichen Coefficienten verschwinden müssen. Dieses Kriterium fällt mit dem- 
jenigen zusammen, welches für dieselbe Fragein der Abhandlung : „Unter- 
suchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen," 
Bd. 70 dieses Journals, pag. 71 von mir abgeleitet ist. Die daselbst pag. 84 
definirte nach vier Systemen von Differentialen lineare Form ?P", welche auch 
gleich der von Herrn Christoffel in demselben Bande des Journals pag. 58 
als G4 bezeichneten Form ist, geht in Riemann^ angeführte Form (II.) über, 
sobald in der ersteren zwei und zwei von den zugehörigen Systemen von 
Differentialen einander gleich gesetzt werden, und nach pag. 94 des citirten 
Bandes besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
gegebene quadratische Form von n Differentialen in eine quadratische Form 
mit constanten Coefficienten verwandelt werden könne, in dem identischen 
Verschwinden der zugehörigen quadrilineären Form W. Mit Hülfe der ge- 
nannten Form (n.) stellt Riemann an jenem Orte einen analytischen Ausdruck 
(in.) für den von ihm begründeten Begriff des Krttmmungsmasses in einer 
Mannigfaltigkeit der n^^ Ordnung auf, bei der die gegebene quadratische 
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Form von n Differentialen das Quadrat des Linearelements vertritt, der 
Ausdruck (IIL) kommt aber auf den analytischen Ausdruck desselben Be- 
griffes hinaus, welcher in der Abhandlung: Fortgesetzte Untersuchungen 
in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen, Bd. 72 
dieses Journals, pag. 1 und zwar auf pag. 24 für die dortige Grösse k^ ge- 
geben ist, und stimmt mit demjenigen Ausdrucke vollständig ttberein, der 
in DarbouxB Bulletin Bd. 4 pag. 150 angeführt und Bd. 81 dieses Journals^ 
pag. 241 wiederholt ist. 

Riemann hat von der mit (11.) bezeichneten Form, nachdem das 
Bildungsgesetz ihrer Coefficienten angegeben ist, noch eine zweite Dar- 
stellungsweise mitgetheilt, bei der verschiedene Gattungen von Variations- 
zeichen gebraucht werden und drei Gleichungen zwischen den Variationen 
der zweiten Ordnung vorgeschrieben sind. Dieser eigenthümliche Algorith- 
mus findet seine Erklärung in einem Umstände, der mir schon seit einigen 
Jahren bekannt ist. Die zu der gegebenen quadratischen Form von n 
Differentialen covariante Form (II.) kann nämlich als das Aggregat von 
zwei Covarianten aufgefasst werden, von denen die eine gleich dem be- 
treffenden zweiten Ausdrucke Riemann^ ist, die andere aber vermöge der 
bezeichneten Gleichungen Riemann^ verschwindet. Die letztere Covariante 
ist nun in ihren wesentlichen Bestandtheilen dieselbe Covariante, welche bei 
dem Princip des kleinsten Zwanges zu einem Minimum gemacht werden 
muss, und bezeichnet insofern den Gegenstand der gegenwärtigen Arbeit. 

Das eben angedeutete Resultat kann aus einer Gleichung geschlossen 
werden, die in der zweiten citirten Abhandlung Bd. 72 dieses Journals 
pag. 16 als (37.) vorkommt. Es sei, wie an dieser Stelle, die gegebene 
quadratische Form der n Differentiale rfx^, deren Coefficienten beliebige 
Functionen der n Variabein x^ sind , und wo die Zeiger a , b , ... von 1 
bis n gehen, die folgende 

(1.) f{dx) = \2aa;^dx^dx^, 

es sei die aus derselben abgeleitete bilineare Form 

1 
(2.) f{dx,dx) = ^JSa^täXadXf,^ 

man habe ferner durch unbeschränkte Anwendung der drei Variationszeichen 

rf, rf, d die Gleichung 

1 11 1 1 

(3.) — dY{dx, dx) + dfißx^ dx) + df{dx, dx) = ^lOa^^ ddx^ dx^ + JSfa ißXy dx) Jx^, 
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Danii ist fa{dx,dx) eine in Bezug auf die Differentiale dx^ und dx^ bilineare 
Form, welche diese entwickelte Gestalt hat 

f,{dx, dx) = ^^J^^^^^dx^dXf, 
Es sei ausserdem 

1 1 1 

(5.) £a^,^ddXf,-\-fa{dXydx) = W^idx^dx), 

b 

mithin 

(6.) -df{dx,dx)-\-df{dx,dx)+df{ßxydx) = 2:V,{dx,dx)dx^ 

1 

Setzt man die Verbindungen V^ (dx^ dx) gleich linearen Ausdrucken mit den 
Coefficienten a.i, a«,,? ••• <»a,«^ das heisst 

(7.) ^a.^,{ddx,+S,{dxJx)) = V,{dx,dx), 

1 

so bekommen die Verbindungen lt(rfar, dx) mit Hülfe der von Null 
verschiedenen Determinante | aa,t | = ^ nnd der adjungirten Elemente 

-g — - = Af^j^ die Definition 



1 



(8.) Ij {dx, dx) = ^ Al/; (rfa-, rfa-). 

Alsdann wird die oben erwähnte nach den vier Systemen von Differentialen 

dxa^ Sxi^ dx^^ dx^ lineare, zu der gegebenen Form f{dx) co Variante Form 

V{dXy dxy dx^ 3x) durch die gleichfalls erwähnte Gleichung (37.) so aus- 
gedruckt 

\ W{dx, dx, dx, 3x) = -£(rf¥i {Sx, dx) dx, - V, {öx, dx) |^ {dx, dx)) 
(9.) 

-i:{dW,{dx, dx)dxt- %{dx, dx)^,{dx, dx)). 

Man erhält nun die gewünschte Umformung, indem man den 

AuMcInick i%{dx, dx) durch das Aggregat der Ausdrücke —ddx, und 

I 1 1 

ddx^+S^idx, dx\ den Ausdruck Si{dx, dx) durch das Aggregat der ent- 

1 1 1 

Mprechcnden Ausdrücke —Jc^rF^ und cyJa?t+lb(<^^^^^) ersetzt. Dadurch wird 
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die Form ^ ?F(rfx, dx, dx, äx) gleich dem Aggregat der Verbindung 

£{d%{dx, dx)dxt->t Vtißx, dx)ddxi) 



(10.) 



und der Verbindung 



(11.) 



-Ziß'Piidx, dx)dxf\- Wi(dx, dx)$$Xi) 



\-^% ißx, dx) (rf hx^ + 1» idx, dx)) 



+2:Wi {dx, dx) (<y <?ar» + 1» (dx, dx)). 

b 

Die Verbindung (10.) ist offenbar gleich der vollständigen Variation 

11 11 

d£ ¥^b {^x, dx) dxf, , vermindert um die vollständige Variation (^2! ^^ (rfor, dx) Jajj . 
Die zu varürenden Summen können aber vermittelst der Formel (6.) als 
Aggregate von ersten Variationen dargestellt werden. Somit erscheint die 
Verbindung (10.) als das Aggregat von zweiten Variationen 

(12.) ddf{dx, ix) + SSfidx, dx) - ddf{dx, dx) - ddf{dx, dx). 

1 1 

Die Ausdrücke ddx^^+^^idxydx) lassen sich vermöge der Gleichung (7.) 

folgendermassen darstellen 

(7*.) ddx^ + 15 idx, dx) = -f ^ ^c idx, dx) ; 
mithin nimmt die Verbindung (11.) die Gestalt an 

(13.) -£ ^ ( ?Pt idx, dx) !Pe {dx, dx) - ?Pj {dx, dx) W, {dx, dx)). 

Sowohl die Verbindung (12.), wie auch die Verbindung (13.) ist eine Co- 

variante der Form f{dx)^ wofür die Gründe an der citirten Stelle Bd. 72 

pag. 16 und 17 dieses Journals angegeben sind. Demnach gilt der Satz, 

1 1 

das8 der halbe Werth der Form ^{dx, dx, dx, dx) gleich dem Aggregat der 
Coeariante (12.) und der Covariante (13.) ist. Beide Covarianten enthalten 
erste und zweite Variationen der Variabein, jedoch heben sich bei der Bil- 
dung ihres Aggregats die sämmtlichen zweiten Variationen gegen einander 
auf, und es bleiben nur die ersten Variationen übrig. 

Um den Uebergang zu Riemanm Formeln zu machen, wird jetzt das 

1 1 

Variationszeichen d dem Variationszeichen d, und das Zeichen d dem 
Zeichen d gleich gesetzt. Dann verwandelt sich die Covariante (12.) bei 
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vollständiger Darstellung der quadratischen und bilinearen Formen in den 
Ausdruck 

(14.) l dd£ «aj (ix^ Sxf, — d^^aa,^ dx^ ^Xf, + ^ Sä 2: a^b dx^ dx^ , 

dih a,b a,b 

nnd die Covariaute (13.) in den Ansdrnck 

(15.) -2 ^ ( V»» (dx, dx) W, {öx, dx) - W^ (dx, dx) V, {dx, dx)). 

Zugleich ist in Folge des bewiesenen Satzes das Aggregat der beiden Aus- 
drucke (14.) und (15.) gleich dem halben Werthe der Form W{dx^dx^dxydx). 
In den Untersuchungen, welchen sich die gegenwärtige anschliesst, ist 
nach Bd. 72 dieses Journals, pag. 24 das Quadrat des Linearelements fttr 
die Mannigfaltigkeit der II Variabein x^ mit 2f{dx)=^ Sa^^dx^dx^ bezeichnet 

worden. Also hat diese quadratische Form dieselbe Bedeutung wie Äie- 
mann^ quadratische Form Shix.dsxds^.^ und gleichzeitig entspricht die Form 
!P(rfj:, dxy dx, dx) der ersten Darstellung von Riemanm Form (11.). Somit 
erkennt man, dass der halbe Werth von Riemanm Form (II.) gleich dem 
Aggregate der Covarianten (14.) und (15.) ist. Bei der eingeführten Be- 
zeichnung wird femer der obige Ausdruck (14.) gleich dem halben Werthe 
des Ausdrucks, welcher sich in Riemanm Werken pag. 381 auf der fünften 
Zeile von unten befindet, und die zweite Darstellung seiner Foim (11.) bildet 
Nun sagen die drei Gleichungen Riemann^^ die an dem Ende derselben 
Seite stehen, aus, dass die Verbindungen V^ {dx, Ja?), ¥^j {dx, dx\ V^ {dx, dx) 
gleich Null zu nehmen sind, denn auf Grund der obigen Gleichung (6.) 
stimmen die linken Seiten der drei Gleichungen beziehungsweise mit den 
drei Ausdrücken 

-2Z'F^{dx,dx)dx,, 
~22'F,{dx,dx)dx,, 

a 

-2J:V^idx,dx)ix, 

ü 

1 

ttberein, diese Summen müssen unabhängig von den n Variationen dx^ ver- 
schwinden, und das kann nur dadurch geschehen, dass die in Rede stehenden 
Verbindungen selbst verschwinden. Es bestätigt sich daher, dass in Folge 
der von Riemann aufgestellten drei Gleichungen die Co Variante (15.) gleich 
Null wird. Da nun der halbe Werth der Form W{dx, dx,dx, dx) gleich 
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dem Aggregat der Covarianten (14.) und (15.) ist, so liefert unter der ge- 
nannten Voraussetzung die Covariante (14.) fllr sich allein eine Darstellung 
des halben Werthes der Form W{dx, dx^ dx, Sx). Wie schon bemerkt, ist 
die Form V{dXy dxy dx, äx) gleich Riemanm Form (II.) und die Covariante 
(14.) gleich dem halben Werthe von Riemanm zweiter Darstellung der 

Form (IL). Also haben wir Riemann» zweite Darstellung seiner Form (II.) 

1 1 
aus der vorhin nachgewiesenen Eigenschaft der Form W{dx, dx^ dx, ^x) ab- 
geleitet, gleich einem Aggregate von zwei Covarianten zu sein. 



2. 
Es handelt sich jetzt um die Entwickelung des Zusammenhanges 
zwischen der Covariante (15.) des vorigen Art und demjenigen Ausdrucke, 
welcher bei dem Princip des kleinsten Zwanges zu einem Minimum gemacht 
werden muss. Doch ist hier eine gewisse Schwierigkeit zu überwinden. 
Gauss hat sein Princip Bd. 4 dieses Journals pag. 232 bekanntlich in Worten, 
aber nicht in analytischen Zeichen ausgedrückt, und dann durch synthetische 
Betrachtungen auf D^Alembert% Princip und das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten zurückgeführt. Daher fehlt eine von Gauss selbst herrührende 
analytische Formulirung seines Princips, und dies ist um so mehr zu be- 
dauern, da die von Gauss bei der Formulirung gebrauchten Worte an einer 
Stelle eine mehrfache Deutung zulassen. Es steht nämlich nicht von vorne 
herein fest, in welchem Sinne der Ausdruck : freie Bewegung eines Punktes 
aufgefasst werden soll. Um die Frage in ein helles Licht zu setzen, denken 
wir uns, dass die Massenpunkte des in Bewegung begriffenen Systems auf 
ein System rechtwinkliger Coordinaten bezogen seien ; diese mögen fUr den 
ersten Massenpunkt iSi, jss, z^^ für den zweiten Massenpunkt J54, «s, jsc u. s. f., 
für den letzten Massenpunkt z^^^^ ^n-i? ^n heissen, die Masse des ersten 
Punktes werde mit nii = m2 = 1113 , die Masse des zweiten Punktes mit 
m« = 1115 = fiiG bezeichnet , u. s. f. , die Componenten der wirkenden Kräfte, 
nach denselben drei Axen zerlegt, seien fllr den ersten Punkt beziehungs- 
weise Z,, Z2, Z3, fllr den zweiten Punkt Z4, Z5, Zo, u. s. f., das System von 
Punkten sei einer Reihe von Bedingungsgleichungen unterworfen *i = const, 
*2 = const, ... *, = const, welche nur von den Coordinaten abhängen, und 
weder die Zeit t noch die nach der Zeit genommenen Ableitungen der Coor- 
dinaten enthalten. Es kann nun keinem Zweifel unterworfen sein, dass die flir 
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eiueu Zeitmoment / gegebenen Werthe der Coordinaten aller Masseupunkte 
den I Bedingnngsgleichangen 

*i = const, *2 = const ... *i = const 
genügen müssen. Was dagegen die auf denselben Zeitmoment bezüglichen 
nach dem rechtwinkligen Coordinatensystem genommenen Componenten der 
Geschwindigkeit der einzelnen Massenpunkte anlangt, so existirt eine doppelte 
Möglichkeit. Entweder die Componenten der Geschwindigkeit sind so 
gewählt, dass sie sich mit jenen I Bedingungsgleichungen in Ueberein- 
stimmung befinden, und die aus denselben folgenden I Gleichungen 

rf( ~^' d/ "'^' • • • dt ''^ 
befriedigen, oder sie sind so gewählt, dass sie denselben widei'sprechen. 
Der von Garns gebrauchte Ausdruck : freie Bewegung eines Punktes verträgt 
sich mit jeder der beiden Annahmen. Um daher den wahren Inhalt von 
dem Piincip des kleinsten Zwanges zu ermitteln, scheint nichts übrig zu 
bleiben, als dasselbe unter jeder der beiden Annahmen nach Gauss Worten 
analytisch zu formuluen, und hierauf beide Male zu untersuchen, ob das 
Princip zu einer richtigen Darstellung des Bewegungsproblems führe. Diese 
Prüfung wird lehren, dass die Gültigkeit des Princips nur für die erste 
Annahme besteht. 

Unter der bezeichneten ersten Annahme sind für den Zeitmomeut l 
sowohl die Coordinaten der einzelnen Massenpunkte wie auch die nach der 
Zeit / genommenen ersten Ableitungen derselben als gegeben zu be- 
trachten. Dagegen gelten die zweiten nach der Zeit / genommenen Ab- 
leitungen der Coordinaten als unbekannt, und sollen gerade durch das 
Princip des kleinsten Zwanges bestimmt werden. Wenn r einen kleinen 
Zuwachs der Zeit / bedeutet, so nehmen die rechtwinkligen Coordinaten 
eines dem bewegten System angehörenden Massenpunktes, zum Beispiel 
des ersten Massenpunktes, zu der Zeit /-fr, bei einer bis zu der Ordnung 
T^ gehenden Genauigkeit für die zu bestimmende wirkliche Bewegung re- 
spective die Werthe an 

aj + -^-r-i-j-^,-i;. 
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Dagegen würden die bezüglichen Coordinaten desselben Punktes zu derselben 
Zeit, wenn die Bewegung unter dem Einfluss der gegebenen auf diesen 
Punkt wirkenden Kraft als eine freie erfolgte, diese sein 

dt * w, ' 

' dt ' * m, ' 
^ dt i»3 

Daher wird das Quadrat der Ablenkung des ersten Punktes von seiner 
freien Bewegung durch die Summe der Quadrate der entsprechenden Coor- 
dinatendiiferenzen gemessen und hat den Ausdruck 

(rd\ Z,\^ (d\ Z,\^ (d\ Z,\\ T* 
\\ dt' m, / ^V dt' m, / ^V dt' m, / / 4 

Nach der von Gauss gegebenen Regel ist derselbe mit der Masse des be- 
treffenden Punktes zu multipliciren , die wir nii = nij = »13 genannt haben, 
und dann stellt die Summe von den in gleicher Weise für alle Punkte des 
Systems gebildeten Produkten den Ausdruck dar, der zu einem Minimum 
werden soll. Diese Summe wird gleich dem Produkt des als unveränderlich 

ZU betrachtenden Faktors -^ in die Verbindung 

bei der der Buchstabe a wie in Art. 1 die Reihe der Zahlen von 1 bis fi 
durchläuft. Das Princip des kleinsten Zwanges lässt sich demnach so aus- 
sprechen, dass für die gegebenen Werthe der ä. und der -^ die Grössen 

d'z 

-T^ so bestimmt werden sollen, dass die Verbindung (1.) zu einem Mini- 
mum wird. 

Bei der Behandlung dieser Aufgabe sind vor allen Dingen die Glei- 
chungen zu erwägen, welchen die gesuchten Grossen -^ genügen müssen. 

Wird eine beliebige der Functionen *i , *2 , ... *, mit *« bezeichnet, so 
folgt aus jeder Bedingungsgleichung *« = const erstens die schon erwähnte 
Gleichung 

(2.) -^=-^^-^ = 0, 

^ ^ dt a 03« dt ^ 

welche durch die ersten Ableitungen der Coordinaten erfüllt ist, und zweitens 
die Gleichung 



324 Lipschits, Bemerkungen vu dem Princip des kleinsten Zwanges. 

^ox d'0a __ ^ a^K dX ^ ö'0a dZg ds^ _ ^ 

^^•^ dt' "a dSa dt' '^ft dZgdz, dt dt ^^' 

welche durch die zweiten Ableitungen der Coordinaten erfüllt werden mnss. 

dz 

Weil aber unter den obwaltenden Verhältnissen die Werthe z^ und -^ 

at 

fest sind, so drücken die I Gleichungen (3.) nur aus, dass die auf- 

tretenden Aggregate 2! ^/ -^ unveränderlichen Werthen gleich sein 

milssen. Die zu lösende Minimumsaufgabe fttbii; daher, wenn man die un- 
bestimmten Multiplicatoren l^, l^^ . . . Jl, anwendet, nach den bekannten 
Regeln zu den n Gleichungen 

Diese sind aber nichts anderes, als die Differentialgleichungen des vorge- 
legten Bewegungsproblems. Mithin ist das Princip des kleinsten Zwanges 
für die getroffene erste Annahme gerechtfertigt. 

Die zweite Annahme wird dadurch charakterisirt, dass die gegebenen 
Geschwindigkeitscomponenten den I Gleichungen (2.) nicht entsprechen; 
die Werthe der Geschwindigkeitscomponenten mögen für den ersten Punkt 
?i7 ?2, ?3, fllr den zweiten Punkt ^4, ^5, ^^ genannt werden, u. s. f. Die 
Bewegung der einzelnen Punkte kann alsdami in der That nicht mit solchen 
Werthen der ersten Ableitungen der Coordinaten erfolgen, die den gegebenen 
Werthen gleich sind, und aus diesem Grunde sind jetzt sowohl die ersten 
wie die zweiten nach der Zeit genommenen Ableitungen der Coordinaten 
als unbekannte Grössen aufzufassen. Die rechtwinkligen Coordinaten des 
ersten Massenpunktes zu der Zeit t-^r haben deshalb bei einer bis zu der 
Ordnung r^ gehenden Genauigkeit für die zu bestimmende wirkliche Bewegung 
die vorhin aufgestellten Ausdrücke; die betreflfenden Coordinaten desselben 
Punktes erhalten dagegen für die nunmehr supponirte, mit den gegebenen 
Geschwindigkeitscomponenten und unter dem Einfluss der zugehörigen wir- 
kenden Kraft erfolgende freie Bewegung die folgenden Ausdrücke 



«i + t3T+i^T^ 



m, 



\ 
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Das Quadrat der Abweichung des ersten Punktes von seiner freien Bewegung 
wird mithin gleich der Quadratsumme der Coordinatendifferenzen 

((^-f.)'+i(^-lr)'')'+((%-^0'+K^-^)^')" 

Indem man dieselbe mit der Masse des betreffenden Punktes mi=^m2 = nh 
multiplicirt, alle Punkte des Systems ebenso behandelt und die Summe der 
erhaltenen Ausdrücke bildet, so entsteht die in den Factor t' multiplicirte 
Verbindung 

welche zu einem Minimum zu machen ist. 

Die hiebei vorausgesetzte Auffassung von dem Princip des kleinsten 
Zwanges liegt der Verallgemeinerung dieses Princips zu Grunde, welche 
Herr Schering in dem Aufeatze: Hamilton-Jiicobi&che Theorie flir Kräfte, 
deren Mass von der Bewegung der Körper abhängt. Band XVIII der Abh. 
der K. G. d. Wiss. zu Göttingen, vorgetragen hat Um den obigen Ausdruck 
(5.) aus Herrn Scherings Formeln zu erhalten, sind die für dieselben ge- 
machten allgemeineren Voraussetzungen durch die einfachen Voraussetzungen 
eines Problems der thatsächlich geltenden Mechanik zu ersetzen. Bei dieser 
Vereinfachung tritt das Specifische von Herrn Schering» Auffassung des 
Princips des kleinsten Zwanges besonders deutlich hervor, und man kann 
zu einem sichern Urtheil über die Berechtigung dieser Auffassung gelangen. 

Die gestellte Aufgabe, den obigen Ausdruck (5.) zu einem Minimum 
zu machen, unterscheidet sich von der für den Ausdruck (1.) gelösten Mini- 
mumsaufgabe dadurch, dass bei der erstem sowohl die Werthe -^7 wie 

auch die Werthe -j^ zu bestimmen sind, während bei der letztem nur 

at 

die Werthe -^J- zu bestimmen waren. Deshalb sind jetzt die I Bedingungs- 
gleichungen (2.) und die I Bedingungsgleichungen (3.) in der Weise zu 
berücksichtigen, dass die -r-f- nnd die -^ als veränderlich gelten. Wenn 

man also I Multiplicatoren p„ und ausserdem I Multiplicatoren einführt, welche 
mit ra^ bezeichnet werden mögen, so darf die betreffende Forderang so 

Joamal für Mathematik Bd. LXXXU. Heft 4. 42 
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ausgesprocheu werden, dass der Aasdruck 

zn einem Minimum werden soll. 

Daraus ergeben sich nach den bekannten Regeln die Gleichungen 



(7.) 






Dass diese Gleichungen die Natur des entsprechenden mechanischen Problems 
nicht darstellen, kann ohne ausführliche Discussion eingesehen werden. 
Durch Subtraction der beiden Gleichungen von einander folgt die Relation 

und dieselbe verlangt für den Fall t = 1, in dem nur eine Bedingungsglei- 
chung *i = const gegeben ist, dass für jeden Zeiger a der Quotient 

50, b ÖÄaÖÄb dt 



dZa 

denselben Werth haben muss. Eine solche Vorschrift ist aber der theo- 
retischen Mechanik völlig fremd. Aus diesen Gründen* darf das Princip 
des kleinsten Zwanges, unter der bezeichneten zweiten Annahme nach Gauss 
Worten formulirt, nicht angewendet werden. 

Ich sagte vorhin, dass in dem von Gauss gegebenen Ausdrucke seines 
Princips die Bedeutung der Worte: freie Bewegung eines Punktes nicht eon 
rome herein feststehe. Meine Ansicht geht jedoch dahin, dass Gauss durch 
den von ihm geführten Beweis erkennen lässt, welche Bedeutung jene Worte 
haben sollen. Garns stützt seinen Beweis auf das Princip der virtuellen 
Ges(;hwindigkeiten, und es kommt darauf an, ob zugegeben wird dass bei 
dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten die virtuellen Verschiebungen 
der Punkte sämmtlich als kleine Grössen derselben Ordnung angenommen 
werden müssen. Wird dies zugegeben, so müssen diejenigen Grössen, welche 
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Gauss in seinem Beweise cy, c'y', c"y", . . . nennt^ sämnitlich kleine Grössen 
derselben Ordnung sein. Diese Voraussetzung triflPt aber nur bei unserer 
ersten Annahme zu, wo die Curve, welche ein Punkt des in Bewegung 
begriffenen Massensystems in der That beschreibt, und die Curve, welche 
der Punkt bei der fingirten freien Bewegung beschreiben würde, dieselbe 
Tangente haben, während die bezügliche Voraussetzung bei der zweiten 
Annahme nicht unbedingt zutrifft. Für meine Person zweifle ich nicht, 
dass das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten die bezeichnete Voraus- 
setzung in sich schliessen müsse. Weil sich aber für die Nothwendigkeit 
dieser Bedingung vermöge der Natur des Princips der virtuellen Geschwin- 
digkeiten nicht wohl ein bindender Beweis erbringen lässt, so habe ich eine 
analytische Erörterung vorgezogen, die, so viel ich zu sehen vermag, voll- 
ständig überzeugend ist. 

Die zuletzt angestellte Betrachtung zeigt zugleich an, auf welche 
Weise das Princip des kleinsten Zwanges zu modificiren ist, um für solche 
Werthe der Geschwindigkeitscomponenten, die mit den Bedingungsgleichungen 
des Problems unvereinbar sind, die in der theoretischen Mechanik anerkannten 
Resultate zu deduciren. Es genügt, dass bei einer ersten Anwendung des 
Princips die auf den Zeitmoment t+r bezüglichen Coordinaten der Massen- 
punkte nur mit einer bis zu der Ordnung t gehenden Genauigkeit genommen 
werden. Dann kommen zunächst weder bei der Betrachtung der wirklich 
erfolgenden Bewegung die zweiten Ableitungen der Coordinaten, noch bei 
der Betrachtung der fingirten freien Bewegung die gegebenen wirkenden 
Kräfte ins Spiel, und die ersten Ableitungen der wirklich erfolgenden Be- 
wegung werden durch die Forderung bestimmt, dass der Ausdruck 

(8.) f«.(^-c.y 

zu einem Minimum werde. Mit Hinzuziehung der auf diesem Wege er- 

dz 

haltenen Werthe -^ ist alsdann die zweite Forderung zu befriedigen, dass 

d*s 

durch die Wahl der zweiten Ableitungen -^ der Ausdiiick (1.) zu einem 

Minimum gemacht werde. Indessen kann ich hiebei eine Bemerkung nicht 
unterdrücken, welche sich nicht sowohl auf die Behandlung, als auf das 
Wesen des betreffenden mechanischen Problems bezieht. Wenn angenommen 
wird, dass bei einem System bewegter Massenpunkte für einen Zeitmoment 
Geschwindigkeitscomponenten eintreten, die mit den herrschenden Bedin- 

42* 
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gnugsgleichungen im Widerspniche stehen, und dass nach dem Verlaufe einer 
verschwindend kleinen Zeit x die einzelnen Punkte des Systems Geschwindig- 
keiten angenommen haben, die den Bedingungsgleichungen genttgen und 
mit denen die Bewegung den gegebenen wirkenden Kräften gemäss fort- 
geht, so kann die Umwandlung der gegebenen Geschwindigkeitscomponenten 
in die wirklich beibehaltenen Geschwindigkeitscomponenten nur so statt- 
finden, dass die Summe der dem System imprimirten lebendigen Kräfte 
innerhalb der verschwindend kleinen Zeit r einen Verlust erleidet Indem 
aber die Formeln der theoretischen Mechanik einen solchen Vorgang dar- 
stellen, so muss die Annäherung an den wahren Sachverhalt eine weit ge- 
ringere sein, als für diejenigen mechanischen Probleme erreicht wird, bei 
deren Darstellung eine augenblickliche Verletzung der Stetigkeit und ein 
augenblicklicher Verlust an lebendiger Kraft nicht vorauszusetzen ist 

3. 
Nachdem es sich herausgestellt hat, dass das Princip des kleinsten 
Zwanges auf diejenige Grösse zu beziehen ist, welche in dem vorigen 
Art mit (1.) bezeichnet wurde, soll der Ausdruck derselben für die Vor- 
aussetzung ermittelt werden, dass statt der rechtwinkligen Coordinaten z^ 
der Massenpunkte des in Bewegung befindlichen Systems ein beliebiges 
System von n unabhängigen Variabein eingeflihrt wird. Bekanntlich hängt 
die Transformation des Systems von Differentialgleichungen (4.) in Art 2 
nur davon ab, dass die quadratische Form der «Differentiale dj»«, ^£m^dzl^ 

und der aus den Componenten der wirkenden Kräfte gebildete Ausdruck 
\SZ^di^ in den neuen Variabein dargestellt werden. Man habe, in Ueber- 

einstimmung mit der Bezeichnung des Art. 1, 

(1.) ^JSm^dz] = ^J!aaj,dx^dx^ = f{dx\ 

und femer 

(2.) £ZJz, = J:X,dx„ 

a a 

Die I Functionen *„ der Coordinaten a. verwandeln sich in Functionen 
der Variabein ar« , und die Gleichungen (2.) und (3.) des vorigen Art. werden 
respective durch die Gleichungen 

^ ' dt* a dxa dl* '^^ dx,dxt dt dt 
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ersetzt. An die Stelle der Gleichungen (4.) des vorigen Art treten als- 
dann die folgenden ebenfalls mit den unbestimmten Multiplicatoren ^i, ^, ... A, 
gebildeten Gleichungen, bei denen die in Art. 1 definirten Bezeichnungen 
von Differentialen auf DiflFerentialquotienten übertragen sind, 

Vermöge der Gleichung (7.) des Art 1 können dieselben auch die Gestalt 
annehmen 

/'düc düc \ 

Nun folgt aus der Gleichung (6.) des Art 1, dass die Summe £ ^^{^1*^ 'dt)^^^^ 
und aus der Natur der Grössen -X«, dass die Summe £X^dx^ bei der Ein- 
flihrung eines beliebigen andern Systems von Variabein in den entsprechend 
gebildeten Ausdruck übergeht, das heisst zu der Form f{dx) und dem vor- 
liegenden Problem covariant ist Mithin hat auch die Summe 

I 

dieselbe Eigenschaft. Es möge jetzt die Form f{dx) durch die Einführung 
eines beliebigen andern Systems von Variabein y i in die Form g {dy) = i -Sei i dj/i rfy, 
übergehen, femer sei die Determinante e^ 1 = E, und das adjungirte Element 

dE 

-5 — =Eti* Wenn die linearen Ausdrücke 

und 

^1,1 dt/i + exa rfy? + ' • • + e, „ dy^ = g, 
in die betreffenden Formen eingeführt werden, so verwandelt sich jede 
einzelne Form wie folgt in ihre adjungirte Form 

und zugleich muss vermöge der Gleichung f{dx) = g{dy) die Gleichung 

(8.) £^p.,. = £^,.,, 

gelten. Sobald man ein anderes System von unabhängigen Variationen dx^ 
und das entsprechende System von Variationen Jy, anwendet, so ergiebt sich 
aus der ausgeführten Transformation auch die Gleichung 

£aa,tdx^dxf, = Zexxdyxdy^^ 

tt,0 1,1 
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welche vermöge der Grössen pa und qi durch die Gleichung 

(9.) JSp.dx, = 2;qt^yt 

ersetzt werden kann. Diese Gleichung bezeichnet die lineare Abhängigkeit, 
welche zwischen den Grössen p^ und qi stattfindet, und es leuchtet ein, dass, 
wofeni zwischen zwei Grössensystemen p^ und qi die Gleichung (9.) er- 
füllt ist, die Gleichung (8.) daraus folgen muss. 

Die Thatsache, dass die obige Summe (7.) zu der Form fidx) und 
unserem mechanischen Problem covariant ist, hat die Bedeutung, dass die 

Ausdrücke ^a\-j7-) ~^)~"-^« ^^^ ^^^ ^^* einem System neuer Variabein 

entsprechend gebildeten Ausdrücken in derselben Beziehung stehen, wie sie 
in (9.) zwischen den Grössen p^ und g, vorgeschrieben ist. Mithin muss 
der aus der linken Seite von (8.) entstehende Ausdruck 

(10.) i^«^,j|.)-x.)(n(^,^)-x.) 

bei der Einführung eines Systems neuer Variabein dem entsprechend ge- 
bildeten Ausdrucke gleich sein. Der Ausdruck (10.) ist ctlso am der Form 
f{dx) und dem betreffenden mechanischen Problem coeariant. 

Aus dieser Eigenschaft ergiebt sich sogleich die Gestalt, welche die 
Verbindung (10.) annimmt, wofern statt der Variabein x^ die rechtwinkligen 

Coordinaten z^ wieder eingeführt werden. Wegen der Gleichung (1.) sind 

A fi 
die adjungirten Elemente —j- für den Fall, dass a und B von einander ver- 
schieden sind, durch die Null, dagegen für den Fall a = b durch — zu ersetzen. 

Nach (6.) geht W^ (-^ , -^ in den Ausdruck m« -^-^ , nnd nach (2.) die 
Grösse X^ in die Grösse Z« über. Mithin entsteht der Ausdruck 

welcher dem Ausdrucke (1.) des Art. 2 identisch gleich ist. Durch die Co- 
Variante (10.) des gegebenen mechanischen Problems wird daher diejenige 
Grösse dargestellt, welche bei dem Princip des kleinsten Zwanges zu einem 
Minimum zu machen ist. Die Vergleichung der Covariante (10.) mit der 
Covariante (13.) des Art. 1 zeigt, dass der Bau ein völlig übereinstimmender 
ist. Die zu der Form 2f(dx) adjungirte Form liegt beiden Co Varianten zu 
Grunde. Die Covariante (13.) in Art. 1 ist gleich einer Differenz von zwei 
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Werthen der adjnngirten Form, von denen der eine mit den Systemen von 

' I 1 

Variabein 5fb(dir, dx) und ^^(ß^^ ^^)i der andere mit den Systemen von 

1 1 

Variabein ¥> {^x, dx) und W, {dx, dx) gebildet wird. Die obige Covariante 

(10,) ist gleich einem Werthe der adjungirten Form, bei dem nur ein System 

■rfT' "dT/^^ darge- 
stellt wird. 

Durch Hinzuziehung der Differentialgleichungen (6.) kann man die 

X CwJ düD \ 

Covariante (10.) weiter umformen, indem statt ^9\-jf) "dT/ ^« ^^^ Summe 
£X^-g-^j und, was dasselbe ist, statt ^^bC-j^? "5r)"~^* ^^^ Summe 
£Xß - ^ substitairt wird. So erhält sie den Ausdruck 

a2.) ZS^X^^Xp^. 

Fuhrt man jetzt nach dem in Bd. 71 dieses Journals, pag. 277 gegebenen 
Schema die Bezeichnungen ein 

80 wird die Covariante (10.) gleich der folgenden Doppelsumme, bei der 
die Zeiger a und ß von 1 bis I gehen 

(14.) ZKh^a.ß). 

Diesen Ausdruck der Grösse, welche bei dem Princip des kleinsten Zwanges 
zu einem Minimum gemacht werden muss, habe ich für die Voraussetzung, 
dass das in Bewegung stehende System von Massenpunkten einer Reihe 
von Bedingungsgleichungen, aber keinen beschleunigenden Kräften unter- 
worfen sei, Bd. 81 dieses Journals, pag. 231 angeführt. 

4. 
Wenn man das Problem der Mechanik in der Weise ausdehnt, dass 
für jeden Massenpunkt das Quadrat des Linearelements im Räume gleich 
einer beliebigen wesentlich positiven quadratischen Form von den DiflFe- 
rentialen der Coordinaten angenommen wird, dass in Uebereinstimmung 
hiermit die Summe der lebendigen Kräfte der sämmtlichen Massenpunkte 
des in Bewegung begriffenen Systems gleich einer wesentlich positiven 
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quadratischen Form 2f(^) von den nach der Zeh t genommenen Diflfe- 
rentialquotienten der Coordinaten x^ ist, und dass der Ausdruck JSX^^x^ und 

die I Bedingungsgleichungen ^^ = const eine entsprechende Bedeutung be- 
halten, so ergiebt sich vermöge der in der Abhandlung: Untersuchung 
eines Problems der Variationsrechnung, in welchem das Problem der 
Mechanik enthalten ist, Bd. 74 dieses Journals pag. 116 u. ff. entwickelten 
Grundsätze ein System von Differentialgleichungen, welches vollkommen die- 
selbe Gestalt hat, wie das System von Differentialgleichungen (6.) des vo- 
rigen Artikels. Ein Ausdruck, welcher unter den bezeichneten Voraussetzungen 
aus der gegebenen quadratischen Form 2f{dx) und der Summe £X^dx^ 

nach denjenigen Vorschriften gebildet wird, welche in dem vorigen Art. 
für die Bildung der Verbindung (10.) gegeben sind, muss aus den gleichen 
Gründen eine Covariante in Bezug auf das erweiterte mechanische Problem 
sein, und diese Covariante ist als die Ausdehnung desjenigen Begriffes zu be- 
trachten, der für das ursprüngliche mechanische Problem durch den Ausdruck 
(10.) dargestellt wird. Auch zeigt sich leicht, dass, wenn man die Werthe x^ 

und -—7^ als gegeben betrachtet und die Forderung aufstellt, die Werthe 

-^ so zu bestimmen, dass die in Rede stehende Covariante ein Minimum 
dt 

wird, ein System von Gleichungen entsteht, welches mit dem System von 
Differentialgleichungen des betreffenden erweiterten mechanischen Pro- 
blems zusammenfällt. Hierin besteht aber die zugehörige Ausdehnung von 
dem Piincip des kleinsten Zwanges. 

Die angeführte im 14:^^^ Bande dieses Journals befindliche Abhandlung 
bezieht sich auf eine noch weitere Ausdehnung des mechanischen Problems, 
bei der für jeden Massenpunkt das Linearelement im Räume durch die p*® 
Wurzel aus einer wesentlich positiven Form des p^ö° Grades von den Diffe- 
rentialen der Coordinaten ersetzt, und die lebendige Kraft jedes Massen- 
punktes gemessen wird, indem man die Masse des Punktes mit der p^^ Potenz 
des Linearelements multiplicirt und durch die p*® Potenz des Zeitelements 
dividirt. Der p^® Theil der Summe der lebendigen Kräfte aller Massenpunkte 
eines bewegten Systems ist dann gleich einer wesentlich positiven Form 
des p*®" Grades von den nach der Zeit t genommenen Differentialquotienteu 

der Coordinaten x^ sämmtlicher Punkte /(-jt-)? eine Function U der Va- 
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nabeln x^ vertritt die Kräftefunetion, die I Bedingangggleichangen *« = const 
kommen hinzu, und die Analogie von Hamilton» Variationsproblem führt 
zu der Forderung, dass die erste Variation des Integrals 

zum Verschwinden gebracht werde. An der citirten Stelle ist angenommen, 
dass die Variabein des Problems so gewählt sind, dass sie die gegebenen 
Bedingungsgleichungen erfüllen. In der Abhandlung: Sätze aus dem Grenz- 
gebiet der Mechanik und der Geometrie, Bd. VI der mathematischen Annalen 
von Clebsch und Nemnann^ pag. 416, ist dagegen das Problem genau wie 
oben formulirt Daselbst ist zu der Function U, die unter dem Integral- 
zeichen des Integrals (1.) erscheint, der mit den unbestimmten Multiplicatoren 
ka gebildete Ausdruck ii *i + A^ *2 H h ^i *i hinzuaddirt. Das dem Variations- 
problem zugehörige System von Differentialgleichungen lautet demnach, 
wie folgt, 

P dxa r^y dx \ 



<1) 



dt '\dt y öt/ , , Ö0, , ■ , Ö0I 



(2-) -Ts 3Z = -^ ^^l-^ + '-'+^i 



dt dxa dxa dxa dxa 

Es stellt sich nun heraus, dass das Princip des kleinsten Zwanges 
hinreichend stark ist, um auch auf diesem Gebiete Stich zu halten. 
Wenn man auf der linken Seite von (2.) die Glieder, welche die zweiten 

d*x 

Differentialquotienten ./ enthalten, von denjenigen Gliedern, in welchen 

nur die ersten Differentialquotienten vorkommen, sondert, so entsteht der 
Ausdruck 

dx 



<^) 



in dem fa\-jrj ©ine homogene Function des p^^ Grades der -^ bedeutet. 
Diese Darstellung ist aus Bd. 70 dieses Journals, pag. 76 entnommen, und 
die dortige Formel (10.) sagt zugleich aus, dass die Summe 
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mit der Form f{dx) covariant ist Desgleichen hat die Summe 

einen von dem System der gewählten Variabein x^ unabhängigen Werth. 
Wofern das System von Differentialgleichungen (2.) dem System von Diffe- 
rentialgleichungen (5.) des vorigen Art. auch darin angepasst werden soll, 

dass an die Stelle der -^ — die beliebigen Functionen X^ treten, so muss 

die Bedingung festgehalten werden, dass die Summe JSX^dx^ ebenfalls von 
dem System der gewählten Variabein x^ unabhängig sei, damit das System 
von Differentialgleichungen einen von seiner Bezeichnungsweise unabhängigen 
Sinn habe. Der Kürze halber werde ich für die zweiten Ableitungen der 

Form /(-j7-) die Bezeichnung einführen 

Dann foUen die AnsdrUcke a,,» , sobald p = 2 ist, mit den Goefißcienten der 
Form '^fy-jr) zusammen und bekommen demgemäss ihre frühere Bedeu- 
tung ; bei einer Form des />*«" Grades, für die /> > 2 ist, sind sie aber gleich 

Formen des (/> — 2)*«° Grades der Elemente -^- Es sei femer die Deter- 

minante | a. ^ | = J und das adjungirte Element -^ — = A^^i . 

Wenn die Form f{dx) durch die Substitution eines Systems von be- 
liebigen neuen Variabein yi in die Form g {dy) übergeht, und den Variationen 
dx^ wieder die Variationen öy^ entsprechen, so ergiebt eine algebraische 
Grundeigenschaft der homogenen Functionen die Gleichung 

die vermöge der Bezeichnung (6.) und der entsprechenden Bezeichnung 



M-f" 



p dyi ;) dyx 



J 



ZU der folgenden Gleichung führt 

(7*.) £a^xdx^dxi = Sendxidxx 
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Hieraus ist nun auf die im vorigen Art. entwickelte Weise zu schliessen, 
dass, wofern die Determinante |eft| gleich E und das adjungirte Element 

-g — gleich JE,j gesetzt wird, und wenn für zwei Systeme von Grössen p^ 

und qi die mit den willkürlichen correspondirenden Variationen cJa?« und ^j/i 
gebildete Gleichung 

besteht, nothwendig die Gleichung 

Stattfindet. Weil also nach den gemachten Bemerkungen die Summen (4) 
und (5.) zu unserm Problem covariant sind, und auch für die statt (5.) sub- 
stituirbare Summe ^X^dx^ dasselbe gilt, so ist der Ausdruck 

(8.) 5f4^(f»..^+A(^)-^)(f*,^+A(^)-^) 
eine Covariante für das aufgestellte Variationsproblem, und der Ausdruck 

w j4^(-?«...^+/-.(t)-^.) (■?^>^+r.(^)-^) 

eine Covariante für das System eon Differentialgleichungen, das aus dem System {2.) 
durch die Substitution eon X^ statt -^ — entsteht, 

(10.) ^a..,^+r.(^)l X.+l,^+...+M^. 

Die Covariante (9.) verwandelt sich, sobald die Form f{dx) eine quadratische 
Form wird und die Voraussetzungen der thatsächlich geltenden Mechanik 
eintreten, in die Covariante (10.) des Art 3, und hat, wie die allgemeinen 
Regeln der Minimumsaufgaben lehren, mit dieser die gemeinsame Eigenschaft, 
dass aus der Forderung, den Werth von (9.) bei gegebenen Werthen der 

Xa und —T^ durch die Bestimmung der Werthe der -r^r zu einem Mini- 
mum zu machen, das zugeordnete System von Differentialgleichungen (10.) 
hervorgeht. In Folge der I Bedingungsgleichungen *„ = const sind näm- 
lich auch hier die Gleichungen massgebend, welche den Gleichungen (3.) 
und (4.) des Art 3 entsprechen, 

= -f' ~Ai :ir" — ^j 



dt ü dx^ dt 

dt* « dx, dt* "* «,» dx,dx% dt dt 

43* 
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tLtr 

Weil femer bei der Minimumsaufgabe die Grössen x^ und -^ als unver- 
änderlich betrachtet werden, so figuriren die Verbindungen a«,» auch für 
eine Form des p*«° Grades, wo p >> 2 ist, nur als unveränderliche Grössen, 

und aus derselben Ursache haben die Summen ^ ^ " .,/ , wie früher, 

i cxg dr ' ' 

unveränderliche Werthe. Hierauf gründet sich der Beweis der aufgestellten 
Behauptung, dass durch den Gebrauch der Covariante (9.) das Princip des 
kleinsten Zwanges auf diejenige Erweiterung des Problems der Mechanik über- 
tragen werden kann, welche in dem System von Differentialgleichungen (10.) 
enthalten ist. 

o. 
Die in Art. 2 angeführte Untersuchung Herrn Scherings bezieht sich 
auf die Annahme, dass das Quadrat des Linearelements im Räume gleich 
einer beliebigen wesentlich positiven quadratischen Form von den Diffe- 
rentialen der Coordinaten sei, und verfolgt das Ziel, auf diesem Gebiete 
vermöge einer Ausdehnung des Begriffis der Kraft und einer Ausdehnung 
von dem Princip des kleinsten Zwanges zu dem System von Differential- 
gleichungen zu gelangen, welches aus der entsprechenden Verallgemeinerung 
von Hamiltons Yariationsproblem erhalten war. Herrn Scherings Dednction 
Bchliesst sich bei der beabsichtigten Anwendung des Princips des kleinsten 
Zwanges genau an die von Gauss gewählten Ausdrücke an, veranlasst 
jedoch ausser der oben erörterten Einwendung noch eine zweite. Jene 
Dednction müsste dem Anspruch genügen, dass sie für den Fall, dass das 
Quadrat des Linearelements im Räume als ein Aggregat der Quadrate von 
drei Differentialen darstellbar ist, dass also der betrachtete Kaum wieder 
zn dem Euklidischen Räume selbst wird, keine anderen Begriffe darstelle, 
aJH die in dem ursprünglichen Gedankengange enthaltenen. Für den Fall 
dcH fJf/)!r/iV/iHclien Raumes unterscheiden sich aber die in der Dednction des 
Ihrni Schering gebrauchten Coordinaten, denen keine speciellen Eigen- 
MchafUai licigelegt sind, in keinem Stück von den allgemeinen Coordinaten, 
iUiri'\\ Yfv\r\\c ein Punkt im EtiAr/tV/ischen Räume bestimmt wird. Bei Herrn 
,SfJtfrir/{/^ AuffusHung ist das Quadrat der Ablenkung eines Punktes von 
mufur fn'ivti Hcwegung gleich dem Quadrate der Entfernung zweier Punkte, 
tU'.rt'ti (.'oonlinatcn um Grössen von einander differiren, die nicl\|t sämmtlich 
nur von iU*r itvHUtu Ordnung sind. Nun leuchtet ein, dass, wenn ein Punkt 
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im JEJtiMcBschen Räume auf rechtwinklige Coordinaten JSi, »2^ z^ bezogen 
wird, das Quadrat des Linearelements im Räume den Ausdruck 

(1.) dal+rfÄ^ + dÄj, 
und zugleich das Quadrat der Entfernung zweier beliebigen Punkte z\^\ »J*\ aj'^ 
und äP^, zP^ zP den Ausdruck 

(2.) {z?^ ^ zPy+ (a,^^) - 4^>y + (^r^ -- z\'y 

hat. Sobald dagegen derselbe Punkt z^ z^j z^ des Raumes auf beliebige 
Coordinaten xi^ x^j x^ bezogen wird, und das Quadrat des Linearelements 
(1.) in die Form 

(3.) an dx\ + 022 dtx^ + O33 dxl + 20,3 dx^ dxj + 2031 dx^ dxi + 2ai2 dx^ dx2 
übergeht, so darf nicht behauptet werden, dass das Quadrat der Entfernung 
der Punkte »{*\ z[^\ zi^^ und äP\ zP^ »f^ allgemein richtig ausgedrückt 
werde, sobald man aus den zugeordneten Coordinaten x[^\ a^^^, xi^^ und 
iP^^ a4^\ ^^^^ derselben Punkte den- Ausdruck 

^ "^ ( +203, {xP^ xP) {x?^ - a?P>) + 2ai2 (a?P - x['^) (x?^^ x^*>). 

bildet. Schon die Transformation der rechtvrtnkligen Coordinaten in Polar- 
coordinaten reicht hin, um dies Verfahren als ein unstatthaftes zu erkennen. 
Es ist jedoch im Grunde genau das Verfahren, dessen sich Herr Schering 
pag. 11 seiner Abhandlung bedient, wo er das Quadrat der Abweichung 
einer möglichen von der freien Bewegung eines Punktes ausdrücken will. 
Herr Schering nennt hier die Coordinatenunterschiede allerdings Differentiale ; 
doch sind die von ihm gegebenen Ausdrücke der Coordinatenunterschiede 
Aggregate aus Gliedern, die in Bezug auf das Element der Zeit von der ersten 
und der zweiten Ordnung sind, und die Punkte, welche in den Formeln 
auf die genannten Glieder folgen, deuten auf Glieder von noch höherer 
Ordnung hin. Damit das Verfahren auch nur für die Glieder der ersten 
und der zweiten Ordnung gültig wäre, müsste aus der Gleichheit der Aus- 
drücke (1.) und (3.) allgemein der Schluss gezogen werden können, dass, 
wenn für die Werthe a= 1, 2, 3 die Differenzen z^—zi^^^ durch die Aggre- 
gate dZa + ^dPzaj und zugleich die Differenzen x[^^ — x[^^ durch die ent- 
sprechenden Aggregate dx^ + ld'x^ ersetzt werden, der Ausdruck (2.) dem 
Ausdruck (4.) gleich wird. Hiemach müsste in Folge der Gleichsetzung 
der Glieder gleich hoher Ordnung die Gleichung 

JSdZad\ = JSaa^i^dx^d^Xi, 
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bestehen, die auch bei dem angeführten Beispiel der Transformation recht- 
winkliger Coordinaten in Polarcoordinaten unrichtig ist. 

Die Arbeit des Herrn Schering enegt den Wunsch, zu erfahren, wie 
der Begriff der auf einen Punkt wirkenden Kraft in dasjenige Gebiet zu 
übertragen sei, dem das Variationsproblem des im vorigen Art mit (1.) 
bezeichneten Integrals angehört. Es wird bei demselben Problem jetzt an- 
genommen, dass nur ein einziger Punkt von der Masse Eins sich frei be- 
wege. Das Linearelement für den auf die Coordinaten Xa bezogenen Punkt 



hat dann den Ausdruck ^pf{dx\ und die Forderung, dass die erste Variation 
des Integrals 

(&•) /ipfidx) 

verschwinde, bestimmt für die Coordinaten x^ die Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung, welche in dem bezüglichen Räume der kürzesten Linie entspricht 
Wenn man sich die Variabein x^ als abhängig von einer Variable t denkt, 
so kann das Integral (5.) die Gestalt erhalten 



(5-) fM%>' 



in der das Differential dt herausfällt Es bleibt daher bei dem fOr das Integral 
(5*0 gestellten Variationsproblem noch völlig unbestimmt, in welcher Weise 
die Variabein x^ von der Variable l abhängen sollen. Das zugehörige 
System von Differentialgleichungen, welches Bd. 74 dieses Journals pag. 124 
angegeben ist, lautet 



a z P 



^ ' Mw) 



Die Grössen x^ sind durch dasselbe vollständig bestimmt, wenn fttr den 
Werth / = /o die Anfangswerthe XaiO) und die «— 1 Verhältnisse der 
Anfangsdifferentiale dxa{0) gegeben sind, und wir nehmen an, dass die 
Integration für diese Daten geleistet sei. Der Werth des Integrals (5*.)? 
welcher r genannt werden möge, repräsentirt demgemäss die Länge der von 
dem Punkte Xa{0) bis zu dem Punkte x^ ausgedehnten kürzesten Linie 
oder die Entfernung des Punktes x^ von dem Punkte a;«(0), und genügt, 
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als reine Fanction der Werthsysteme a;«(0) und x^ dargestellt, der am 
angeführten Orte in (7^.) enthaltenen Gleichung 



är = 1_^^-^*1-Jx. 



C7-) 



€zl a rj dXa 



d 



dt 






die Anhängung des Zeichens an die Form' f(dx) bedeutet die Substitution 
der Grössen x^ (0) statt der correspondirenden x^ in die Coefficienten der Form. 
Auch in der vorstehenden Gleichung (7.) kann das Differential dt nur formell 
auftreten, und hebt sich vermöge der Homogeneität der Form f{dx) heraus. 
Wir betrachten jetzt das Variationsproblem des Integrals 

u 
unter der Voraussetzung, dass die Kräftefunction u eine reine Function 
der auf ein festes System Xa{0) und das bewegliche System x^ bezogenen 
Function r sei; dieselbe werde P(r) genannt. Dies Problem bildet eine 
Verallgemeinerung des Problems der freien Bewegung eines Punktes, bei dem 
die gegebene Kräftefunction eine reine Function der Entfernung des bewegten 
Punktes von einem festen Punkte ist Unter der Annahme, dass die Form 
f{dx) eine quadratische Form sei, die zu einem gewissen Geschlecht von 
Formen gehört, ist diese Aufgabe in der Abhandlung: Extension of the 
planetproblem to a space of n dimensions and constant integral curvature, 
Quarterly Journal of mathematics, No. 48, pag. 349 gelöst worden, und zwar 

mit der Bedingung, dass für einen Zeitmoment t = ti die Werthe x^ und —~ 

beliebig gegeben sind. Herr Schering hat die gleiche Aufgabe 'bei einer 
etwas erweiterten Annahme in Betreff der Kräftefiinction für einen Raum 
von n Dimensionen und constantem Krttmmungsmasse in der oben citirten 
Abhandlung pag. 35 gelöst. Bei der gegenwärtigen Erörterung darf die 
Gradzahl p der Form f{dx) eine beliebige sein, dagegen wird festgesetzt, 
dass für den Zeitmoment / = Aj , die Variabein a?« die Werthe a?« = x^ (0) an- 
nehmen sollen, welche ftir die Bildung der Grösse r gewählt sind. Es wird 
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also die freie Bewegung eines unter dem Einfluss einer Kräftefnnetion P(r) 
stehenden Punktes ins Auge gefasst, welche Bewegung mit demjenigen 
festen Punkte beginnt, von dem aus die Entfernung r gemessen ist Die 
DiflFerentialgleichungen des bezeichneten Variationsproblems ergeben sich 
aus den Differentialgleichungen (2.) des vorigen Art., indem die Bedingungs- 
functionen fortfallen, und U durch F(r) ersetzt wird; sie sind daher diese 

^ '^ dt dxfi dxa dr 

Es lässt sich nun nachweisen, dass bei der getroffenen Annahme, 
nach welcher für / = /(, die Gleichungen x^ = x^ (0) gelten, diese Differential- 
gleichungen flir die Variabein Xa dieselbe Mannigfaltigkeit der ersten Ord- 
nung vorschreiben, welche durch das System (6.) bestimmt ist. Das heisst, 
der unter dem Einflüsse der Kräftefunction P(r) stehende Punkt muss sich 
von dem Punkte x^iO) aus auf einer kürzesten Linie bewegen. Man kann 
vermöge einer Bd. 74 pag. 124 dieses Journals in (3**.) ausgeführten Um- 
formung dem obigen System (6.) die folgende Gestalt geben 



(10.) 






p-l 



dt dx^ Prl ^ dxa dt 



dt^/ 

Wegen der Gleichung (7.) hat der partielle Differentialquotient der durch 
die Grössen Xf, und a?5 (0) ausgedruckten Function r, in Bezug auf den ein- 
zelnen Werth Xa genommen, den Ausdruck 



(11.) 



dxa Pul ^ dx, 



Mithin verwandelt sich das System (10.) in dieses 

^ ' dt öar, ~ dx, dt 
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Da r der Werth des Integrals (5*.) ist, so besteht die Gleichung 
Man hat deshalb für das System (12.) auch den Ausdruck 

(14.) — 



dr \P~' 

rfT/ dP(r) 



d< dxa dxa dt 

Die linke Seite der Gleichung. (14.) ist für jeden Werth des Zeigers a mit 
der linken Seite der Gleichung (9.) identisch, desgleichen stimmt der auf 

dr 

der rechten Seite befindliche Factor -^ — überein. Da nun das System (14.) 

nur die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung flir die Variabein x^ determinirt, 
die Abhängigkeit der einzelnen Variable von der Variable t jedoch unbe- 
stimmt lässt, so ist es möglich, diese Abhängigkeit so einzurichten, dass 
das System (6.) mit dem System (9.) zusammenfällt, und dies geschieht 
durch die Annahme der Gleichung 

(15) ^ 

^^^'^ dl - dr 

Die gesuchte Integration des Systems (9.), bei der für / = /o die Gleichungen 

x^ = a?^(0) gelten und die Anfangswerthe -~ = — jM den entsprechenden bei 

der Integration des Systems (6.) oder (14.) gewählten Differentialen pro- 
portional sein sollen, ergiebt also, wie behauptet worden, für die Variabein 
x^ diejenige Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, welche durch das System 
(14.) vorgezeichnet ist und einer kürzesten Linie entspricht, während die 
Gleichung (15.) die Abhängigkeit des in der kürzesten Linie durchlaufenen 
Weges r von der Zeit t bestimmt. Hier übernimmt der nach der Grösse r 
genommene DiflFerentialquotient der Function F(r) die Rolle der auf den 
Punkt von der Masse Eins wirkenden Kraft. Denn die Gleichung (15.) 
sagt aus, dass bei der in Rede stehenden Bewegung, die auf einer von dem 
Punkte a^aCO) ausgehenden kürzesten Linie erfolgt, der nach der Zeit ge- 
nommene DiflFerentialquotient der (p— 1)*®° Potenz des nach der Zeit ge- 
nommenen ersten Diflferentialquotienten des Weges r gleich der gegebenen 

Grösse —^-^ sei. Für den Werth p = 2 geht aber diese Regel in den 

Satz über, dass bei der betreflPenden Bewegung der nach der Zeit genommene 
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zweite Differentialquotient des Weges r gleich der gegebenen Grösse — ^^ 

sein muss. Des einfacheren Ausdrucks halber habe ich angenommen, dass 
bei der Integration des Systems (9.) fUr / = /o die Anfangswerthe x^ = x^ (0) 

dx dx (Qi) 

vorgeschrieben, und die Anfangswerthe -^ = —^ den bei der Integration 

des Systems (6.) gewählten Werthen der Anfangsdifferentiale proportional 
gegeben seien. Doch kann die Reduction des Systems (9.) auf das System 
(6.) in genau derselben Weise bewerkstelligt werden, wenn verlangt wird, 
dass bei dem System (9.) für einen beliebigen Zeitmoment / = /| überhaupt 

solche Werthe a?« = a?^(l) und -^ = — 3M gelten sollen, die aus der Mannig- 
faltigkeit der ersten Ordnung, welche durch die ausgeführte Integration des 
Systems (6.) bestimmt ist, entnommen sind. Das heisst in einer andern Sprache, 
dass die Bewegung des unter dem Einflüsse der Kräftefunction P{r) stehenden 
Punktes, wenn sie an einem beliebigen Punkte einer durch den festen Punkt x^ (0) 
gehenden kürzesten Linie und zwar in der Richtung dieser kürzesten Linie be- 
ginnt, stets auf dieser kürzesten Linie bleibt und der Gleichung (15.) gehorcht 

dr 

Die Gleichung (15.), mit -j- multiplicirt, bekommt die Gestalt 

^P^A-dfJ dt' - dt ' 

sie erlaubt die unbestimmte Integration 

WO H eine willkürliche Constante bedeutet, deren Werth sich durch die 
gegebenen Anfangswerthe bestimmt Die Gleichung (16.) geht vermöge (13.) 
in die Gleichung 

(17.) {p-r)r{^-)^P{r) + H 

über. Dieselbe ist für das vorliegende Problem nichts anderes, als die 
IJd. 74 dieses Journals, pag. 123 mit (5^) notirte Gleichung, und vertritt 
dalier das Integral der lebendigen Kraft. Aus der Gleichung (16.) folgt 
die Gleichung 

US.) dt = "^"^ 



welche durcli die Ausfllhning einer Quadratur und einer Umkehrung die 
AblilliiffiKkeit des Weges r von der Zeit t ergiebt 
JJoun, den IH. November 1876. 
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Extrait d'une lettre de M. Ca. Hermite adress^e 

ä M. L. Fuch8, 



8oit 

^(^^ = -m'' 

on pent ä Vaide de cette fonction repr^senter tonte fonction uniforme, ayant 
ponr p^riodes 2K et 2% IC, par nne formnle, enti^rement analogne ä celle 
d'nne fraction rationnelle d^compos^e en fractions simples, ä savoir: 

F{x) = con8t.+^Z(a?-a) + ^iZ)^Z(a?-a) + ^2Z>2Ä(a?-ö) + --- 

+ BZ(a:-6)+JBiZ).Z(a;~6) + JB;Z)2Z(a;-6) + ... 

+LZ(iF-./)+L,Z),Z(aj-/) 4-/^2 Z>iZ(a?- /) + ••• 
oü les constantes A, B, ... L sont essentiellement assnjetties ä remplir 
la condition: 

^ + ß+... + i = 0. 

C'est cette expression, dont j'ai fait nsage dans bien des circonstances, que 
je yais employer ä la recherehe des coordonn^es d'nne cnbique plane en 
fonction explicite d'nn param^tre. Je pose ä cet effet: 

y = yo+^'Z(/-a) + J?'Z(/~6)+CZ(/^c), 

avec les conditions: 

A + B + C = 0, ^'+Ä'+C' = 0, 

de Sorte que les coordonn^es ar et y se trouveront des fonetions Unfaires 
des deux diflf^renees: Z^t — a^ — Z^t — c) et Z(/ — 6)— Z(/— c). Cela ^tant, 
je remarque que x^, xy, y^ ^tant des fonetions doublement p^riodiques uni- 
formes aux p^riodes 2K et 20^, s'expriment lin^airement , d'une part par 
ces deux diff^rences, et de l'autre par les d^riv^es DfZ{t—a)j DtZ(t—b\ 
DfZ{t — c). Et pareillement , si Ton consid^re x^, x^y, xy^, y^, il r^sulte 
de la formule g^n^rale qu'on aura seulement les d^riy^es secondes: 
D^Zit—d)^ D^Z{t-b)^ D]Z{t — c) k joindre aux d^riv^es premi^res et aux 

44* 
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deux diflf^rences. Ce sont donc huit fonctions en tout, entrant lin^airement 
dans les neuf fonctious doublement p^riodiques, que je viens de former, et 
la relation du troisi^me degr^ entre les coordonn^es a? et y en est la con- 
s^quence imm^diate. J'ajoute que ces coordonn^es renfermant, en premier 
Heu, les constantes a, 6, c, ou seulement a — c, b — c, car on peut mettre 
/ — c au lieu de /, puis les coefficients A, B, Ä, B\ et enfin a:,) et yü> con- 
tiendront huit arbitraires, de sorte qu'en y joignant le module de la trans- 
cendante, on aura bien le nombre maximum ^gal ä neuf, des ind^termin^es 
d'une cubique plane quelconque. 
Soit maintenant: 

X = Xo+A Z(l-a) + B Z(t-b) + C Z{t-c) + D Z{t^d), 

y = y,+^'Z(f-a) + JB'Z(/-6) + C'Z(<-.c)+Z)'Z(/-.rf), 
s = 55o+^"Z(/-a) + J?"Z(/-6) + C"Z(/-c)+Z)"Z(/-d), 

avec les conditions 

2A = 0, SÄ = 0, SA' = 0. 

Ces trois quantit^s d'une part, et celles-ci de Tautre, ä savoir: a?^, y^, «% 
^y» ^^9 y^9 s'exprimeront en fonctions Unfaires de Z{t--€i)—Z{t—d)^ 
Z{t-b)-Z{t-d), Z{t-c)-Z{t-d), et des quatred^riv^es Z),Z(/-a), etc. 
On a par cons^quent sept fonctions, dans Texpression de neuf quantit^s, 
qui d^s lors sont li^es par deux ^quations, de sorte que les quantit^ con- 
sid^r^es repr^sentent bien Tintersection de deux surfaces du second ordre, 
et comme ci-dessus, on voit qu'elles contiennent le nombre d'arbitraires 
maximum que comporte une teile courbe, lequel est ^gal ä seize. 

Je reviens ä la g^om^trie plane pour consid^rer les courbes de 
Clebsch, dont les coordonn^es sont des fonctions elliptiques d'un param^tre, 
que je prends sous la forme suivante: 

X = Xo+AZ{t-a)+BZ{t-b) + ''' + LZ(t-l)^ 

y = yo+-4'Z(<-ö)+ß'Z(<-"6) + -- + /:'Z(/-/), 
en supposant toujours: 

SA = 0, SA = 0. 

Le succ^s de la m^thode pr^c^dente dans le cas de la cubique m'a fait 
tenter d'^tablir par la m^me voie que x ei y satisfont ä une ^quation alg^- 
brique d'un d6gr^ 4gal au nombre des transcendantes : Z{t—a\ Zijt—b)^ ... Z{t—t). 
Mais les choses se passent alors moins simplement. Consid^rez en effet 
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I 

les diverses fonctions homogenes de a? et y, jusqu'au degr^ ,u^ dont le 
nombre sera 2 + 3 + --' + ,u+l = ^Ca^+3u), et soit m le nombre des trans- 
cendantes. Toutes ces fonctions doublement p^riodiques s'expriment li- 
n^airement par les diflKrences: Z(/—a)—Z (* — /), Z(/— 6)— Z (*—/), ... en 
nombre m— 1, puis par les d^riv^es jusqu'ä Vordre u-l, des quantit^s 
Z{t — d)j c'est-ä-dire en tout par w— l + w(/^— 1) fonctions. Afin donc 
de pouvoir eflfectuer T^limination de ces fonctions, je pose la condition: 

^(ji^+3u) = m + m{fi'-l) =^ mfi 

qui me donne /t = 2iii— 3, de sorte que je parviens par cette voie k nne 
courbe d'ordre 2iii — 3, an lieu d'obtenir Vordre m. Le proc^d^ qui r^ussit 
dans le cas de w = 3, donne donc en g^n^ral un degr^ trop ^lev^, et j'ai 
du compl^tement y renoncer, comme m^thode d'^limination. Mais Texistence, 
an moins, d'une ^quation de ce degr^ m se prouve tr^s-facilement. Con- 
sid^rez pour cela nne droite arbitraire ctx+ßy+y = 0^ dont les points de 
rencontre avec la conrbe s'obtiendront en d^terminant t par F^quation: 

Le Premier membre de cette ^quation est nne fonction doublement p^rio- 
dique qui devient infinie pour les m valeurs: 

Elle ne peut donc s'annuler, d'aprfes un th^orfeme connu de la throne des 
fonctions elliptiques, que pour m valeurs de t, dans Tint^rieur du rectangle 
des p^riodes 2K et 2%K\ et la courbö ne pouvant 6tre coup^e qu'en m 
points par une droite quelconque, est bien d'ordre w. 

Ce m^me raisonnement appliqu^ k la polaire, dont les coordonn^es sont: 



xy* — x^y ' xy* — x*y 

en d^termine le degr^. 

EfFectivement les intersections de cette seconde courbe avec la droite 
aX+ßY+y =^0 sont donn^es par l'^quation: 

et vous voyez, que son premier membre est une fonction doublement p^rio- 
dique, admettant les iniinis doubles t^a, b, ... l, de sorte qu'ona 2m 
racines, et par suite 2 m points d'intersection. Connaissant Vordre de la 
polaire des courbes de Clebsch, d = 2m, le nombre d des points doubles de 
ces courbes en r^sulte imm^diatement , comme cons^quence de la relation 
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2cf-{-d = m(m— 1), donn^ dans mon conrs d'analyse (page 385); Ton tronye 
ainsi par nne voie facile la proposition fondamentale : d = ^m(m—3) ä4- 
montr^e par Clebsch t 63 de ce jonrnal, p. 189. 

Paris, 29juin 1876. 



P. S. La d^termination des points d'inflexion de la cnbiqne plane, 
et des points stationnaires de la quadriqae dans I'espace, d^pendent des 
^qnations snivantes: 

Z' it-a)-Z' {t-c), Z' {Jt-b)-Z' it-c) 

Z"{t-a)-Z'\t-c), Z"{t-b)-Z'\t-e) 



= 



et: 



= 0. 



Z' {t-a)-Z' (t-d), Z' it-b)-Z' (/-rf), Z' {t-e)~Z' (t-d) 

Z"(Jt-a)-Z"{t-d), Z"(t-b)-Z"{t-d), Z"{t~c)-Z"{t-d) 

Z"'it-a)-Z"Xt-d), Z"\t-b)-Zl"{t-S), Z"\t-e)-Z"\t-d) 

Je me suis propos6 de calculer les d^terminants qui fonnent les premiers 
membres, et j'ai troav^ les expressions suivantes. Soit ponr abr^ger: 

*(a, byc) = Hia-b)H{a-c)H{b-c\ 

4>ia,b,c,d) = H{a-b)H{a-e)H[a-d) 

H{b-c)Hib-d) 

Hic-d), 
le premier d^tenninant est: 



et le second: 



„Yn^5 <^(q,fc.c)g(3/-a-6-c) 
^ ' [H(t—a)H(t-b)H(t-c)y ' 

„, ^9 0(a, b, c, d)H(4t -g-b-c-d) 
^^ fH(l-d)H(i-b)H(l-c)Ha—d)V 



{^HQ~a)H(t-b)HO—c)HO—d)] 

Les beaux r^sultats d^converts par Clebsch sont la cons^qaence de ces 
expressions qni m'ont amen^ ä consid^rer en g^n^ral, le d^terminant k »— 1 
colonnes : 

Z'{t-d)- Z'{t-l), Z'{t-b)- Z'it-O, . . . Z'{Jt-k)- Z'it-t) 

Z"{t-a)- Z"il-t), Z"{t-b)- Z'\t-t), . . . Z" (/-*)- Z"(t-r) 



I Z'-Xt-a) - Z-'(f-0, Z'-Ht-b) -Z'-\t-t), 



• • ■ 



Z'^\t-k)-Z'-\t-l) 
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oii a, b, . . . k, l sont n constantes. Si Ton pose comme pr^c^demment: 

*(o,ft,...Ä,/) = H{a-b)H{a-c)...H{a-l) 

H{b-c)...H{b-l)' 



H{k-l) 
on trouve qn'il a ponr valeur: 

.i n'(r\\itn-iMn^n <P(a> ^ - *» t)E(nt-a—b Q 

^ " \^) [U(t- a) B(i-b)... H(t - 03" 

/i d^ignant nn factenr nam^riqae. 
Paris, 29 d^cembre 1876. 
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Notiz zu' dem Aufsatz über ein dreifach orthogonales 

Flächensystem S. 145 dieses Bandes. 

(Von Herro Wattgerin.) 



Durch eine Notiz des Herrn G. Darboux im 22. Heft des Bandes 
LXXXni der Comptes rendus bin ich auf einige Arbeiten des genannten 
Verfassers aufmerksam gemacht, die mir bisher unbekannt waren. Aus 
diesen habe ich ersehen, dass nicht, wie ich am Schluss meiner Arbeit 
angegeben, Herr Tisserand zuerst das von mir behandelte Flächensystem 
untersucht, sondern dass schon früher Herr Darboux sich mit denselben 
Fragen beschäftigt hat Die Resultate in den ersten Abschnitten meiner 
Arbeit, die ich fUr neu hielt, sind grösstentheils bereits von Herrn Darboux 
abgeleitet in den Comptes rendus UX p. 240 und den Annales de T^cole 
normale TL p. 55, HI p. 97. Neu bleibt jedoch bei meiner Arbeit die Reduc- 
tion der Potentialgleichung ftir die betrachteten Flächen. 

Berlin, den 13. December 1876. 
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